A: Oricine a castigat un meci a pierdut un meci. B: Nimeni nu a castigat toate meciurile.
Formalizati afirmatiile. Sunt consistente? Echivalente? Demonstrati.

In primul rand, identificim notiunile din enunt care au semnificatie inrudita, si anume verbele a
castiga si a pierde. Consideram ca un meci e fie castigat, fie pierdut, deci inlocuim direct “pierdut”
cu negatia lui “castigat”. (in caz contrar, se vede c& B nu implica A, putem avea o persoani cu un
meci castigat si unul la egalitate, ceea ce satisface B dar nu A.)

Ar mai fi de discutat daca introducem notiunea de a juca un meci (nimeni nu poate nici castiga
nici pierde un meci nejucat, de exemplu un meci intre alti doi). Raméanem la varianta simpla de a
asimila un meci unei probe, despre care se poate spune “castigat” sau nu, adica “pierdut”.

In al doilea rand, interpretam “nimeni” si “oricine” ca referindu-se la toate elementele universului;
altfel introducem un predicat persoana pentru a distinge fiinte (“cine”) de alte entitati. Pe de alta
parte, “castigat” din A si B se refera doar la meciuri, deci avem nevoie de un predicat “meci”. (Daca
nu aparea negatia, puteam lucra direct cu un predicat “castiga_-meci”.) Cu acestea, putem formaliza:

A: Vx.Jy(m(y) Ac(z,y)) — Fz.m(z) A —c(z, 2)

B: —3zVy.m(y) — c¢(x,y) sau, ducand negatia spre interior Yz3y . m(y) A —c(z,y)

De remarcat ca in A e vorba de doua meciuri distincte, unul castigat, y si unul pierdut, z.

Pentru echivalenta lui A cu B trebuie sa aratam A — B si B — A. Abordam ambele prin reducere
la absurd. Negand B — A obtinem B A —A (ipoteza si negatia concluziei). Pentru —A obtinem:

=Vz . Jy(m(y) A c(x,y)) = Fz.m(z) A —c(x, z) = Jz. Jy(m(y) A c(x,y)) A —=Fz.m(z) A ez, 2)
= Jz. Jy(m(y) A c(z,y)) AVz.~m(z) V c(z, 2)

Eliminam cuantificarea existentiala prin skolemizare. In =4 avem dou# constante pentru z si y:
m(b) A c(a,b) AVz.—m(z) V ¢(a,z) . In B, avem o functie p(z) care ne d& un meci pierdut de z:
Vz.m(p(z)) A —c(z,p(x)). Eliminam V si obtinem forma clauzala pentru —A A B:

m(b)
A c(a,b) Aplicand metoda rezolutiei, si unificand clauza 3 cu 4 obtinem, cu z = p(x),
A —m(z)Ve(a,z)  clauza c(a,p(z)). Unificand cu clauza 5, obtinem (cu 2 = a) clauza vida si
A m(p(x)) contradictia dorita. Deci B — A.

A =clz, p()

Implicatia e evidenta si informal: Nimeni nu a castigat toate meciurile, deci fiecare a pierdut macar
un meci, in particular si oricine a castigat un meci (A). Nici in demonstratia dinainte nu am folosit
clauzele 3 si 4 care exprima premisa (nefolosita) a lui A. Rationamentul e de tipul: p — (¢ — p) (ceea
ce ne amintim ca era una din axiomele logicii propozitionale si a predicatelor).

Incercim si demonstrim A — B obtinand o contradictie din A A —B. Eliminam implicatia din A:
Vo . ~Jy(m(y) Ae(x,y))V3z.m(z) A—e(z, z) = Vo . Vy(-m(y) V —c(z,y)) VIz.m(z) A—c(x, z). Scriem
pe = B: JaVy.m(y) — c(x,y) = FzVy . —-m(y) Vc(x,y). Skolemizam: in A, p(x) e meciul pierdut de z;
in =B, a e o constanta pentru z. Redenumind pe y din =B obtinem forma clauzala pentru A A - B
(de retinut ca skolemizarea se face numai dupa au ramas doar V si A, cu toate negatiile duse iInauntru):
Unificand 1 si 3 (cu toti trei m) obtinem —¢(x,y) V c(a, y).
Unificand 2 si 3 (cu toti trei ¢) obtinem —m(p(a)), etc.
Totusi, nu obtinem clauza vida, in particular nu “dispar”

literalii —m(...) prezenti in toate trei clauzele initiale.
Aceasta ne indica problema: A A =B nu e o contradictie Intr-un univers in care nu sunt meciuri!

Atunci A e adevarata (fals implica orice), dar B e falsa, fiindca nu exista y cu m(y) !

Adaugéand constrangerea Jy m(y), skolemizata ca m(b), rezolutia ne duce usor la clauza vida.

Acesta nu e un paradox. Recitind definitia unei interpretari, remarcati ca universul U trebuie sa
fie nevid. Nu este necesar insa ca el sa continad cate un element de orice fel (meciuri, sau cai verzi).
In practica, putem obtine rationamente false bazandu-ne pe existenta unui obiect care satisface o
conditie (posibil complicata si cu erori), daca de fapt acea conditie nu e realizabila.

Informal, suntem tentati s demonstram B (oricine are un meci pe care l-a pierdut) in felul urmator:
oricine fie a castigat fie a pierdut un meci. Daca l-a pierdut, avem concluzia dorita, iar daca l-a castigat,
A ne asigura ca a pierdut alt meci. Eroarea (greu de observat) e in premisa despartirii in doua cazuri
(evidentiate mai sus): ea presupune ca existd meciuri. Aceasta ne aratd importanta formalizarii.

(=m(y) V —c(z,y) vV m(p(z)))
A (=m(y) V —e(z, y) V —e(z, (p(x)))
A (—=m(z) V ¢(a, z))

La examen s-a punctat incercarea de a demonstra echivalenta (chiar argumentata informal). Majoritatea au afirmat-o
insa fara vreun argument, sau au aratat doar o implicatie, nu amandoua.

Doua (sau mai multe) afirmatii sunt consistente daca nu duc la o contradictie. Era suficient de
indicat un (mic) exemplu (o interpretare) in care A si B sunt adevarate.



