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Formalizarea in logica

Cand vrem sa transcriem niste afirmatii din limbaj natural in logica predicatelor, respectam niste
reguli, unele din ele importante si foarte firesti, pe care le putem folosi si in alte locuri.

Ceva complex trebuie descompus in parti mai simple Pentru fraze, aceasta inseamna sa
le descompunem in propozitii sau alte parti mai mici din care sunt formate.

Exemphﬂ If every child who is not a city child is good, then every child gets some toy.

Fraza are structura Daca A, atunci B, deci formula va fi A — B. Propozitiile A si B au fiecare
un Inteles de sine statator: Orice copil care nu e de la oras e bun, si Orice copil primeste o jucarie.
Observatia e importanta, ea ne permite sa traducem separat propozitiile A si B, mai simple decat fraza
initiala, si apoi doar sa legam formulele rezultate prin implicatie.

Propozitiile A si B de mai sus fiind independente, “orice copil” din prima propozitie nu are legatura
cu copilul din a doua. In formalizare apar doi cuantificatori universali diferiti in formule distincte.

V apare cu — iar 3 apare cu A Orice copil e bun se traduce Vz(copil(x) — bun(x)). Cuan-
tificarea Vx spune ca formula urmatoare e adevarata pentru orice x din universul valorilor. Dar nu
toate valorile din univers sunt neaparat copii, deci nu e suficient sa scriem Vz bun(x) ! Afirmatia ca z
e bun e valabila doar daca x e copil, de aici implicatia. O eroare frecventa la inceput e a considera ca
ambele afirmatii despre x sunt pozitive (lipsind negatia), deci legate prin “si”: Va(copil(z) A bun(z)).
Aceasta formuld e sintactic corecta, dar inseamna altceva: ca orice z din univers e si copil, si bun (deci
universul nu contine niciun fel de alte lucruri — departe de orice realitate si de afirmatia initiala).
Ezista un copil bun se traduce 3z (copil(x) Abun(x)): exista un element din univers care e copil si e bun.
Aici si intuitia ne conduce la scrierea corecta. Sa ne convingem ca Jz(copil(x) — bun(z)) inseamna
altceva (exista cineva care daca e copil e bun): rescriind implicatia, obtinem Jz(—copil(x) V bun(z)),
afirmatie adevarata daca exista ceva care nu e copil, sau daca exista ceva (orice, nu neaparat copil)
care e bun — din nou, cu totul altceva decat afirmatia Initiala.

Atentie la sensul cuvintelor in limbaj natural Uneori, acelasi cuvant in limbaj natural
poate avea inteles diferit, dependent de context. Orice copil care primeste orice jucdrie e fericit.
Primul “orice” (copil) are sens de cuantificator universal. Al doilea are inteles de singular (o jucarie
oarecare), deci devine cuantificator existential: Va(copil(xz) AJy(juc(y) Apr(z,y)) — f(z)). Traducand
al doilea “orice” prin V am obtine in interior Vy(juc(y) — pr(x,y)), deci x e fericit doar daca primeste
toate jucariile din univers. Desi afirmatia initiald e usor ambigud (“primeste o jucarie” ar fi mai clar),
probabil sensul intentionat nu e “toate jucariile”.

Punctul elimina din paranteze, nu leaga cuantificatorul doar de urmatorul predicat
Cuantificatorii V si 3 au precedentd maxima (ca si negatia, operator unar prefix). Vax se scrie direct
inainte de formula cuantificatd. Scriind Va P(x) AQ(z), sensul e (Vz P(z)) AQ(x), unde x din @ e alta
variabila, libera. Ca sa cuantificim Intreaga formula, trebuie sa scriem Vo (P(x) AQ(x)). Conventional,
evitdnd excesul de paranteze, un punct dupa variabila cuantificatd inseamna cd domeniul cuantifica-
torului se intinde pana la prima paranteza inchisa care nu apartine formulei cuantificate, sau, in lipsa
ei, pana la sfarsit. Putem scrie astfel Vz. P(z) A Q(x) . Pentru exemplul considerat la inceput, putem
scrie: Va(child(z) N —citye(x) — good(x)) — Vx(child(z) — Jy.toy(y) A gets(x,y)) .

Nu avem vreun operator dupa Va sau Jx  Sintaxa pentru cuantificator e YV formuld. Nu e
corect scris ¥a—-bun{e) pentru ca —-bun{x} nu e o formuld. Nu e corect nici Ix——{ecopit{ar-A-bun{z}
din acelasi motiv. Putem spune “exista x astfel incat e bun”, dar “astfel incat” e doar un conector
intre “exista z” si “e bun”, care apare in vorbire dar nu in sintaxa formala, si nu are sens de implicatie.

in logica de ordinul I nu putem cuantifica predicate Nu putem scrie VYom{a)—bunfe).
Dupa V si 3 urmeaza o variabila. Deci Vz(om(x) — bun(z)) sau mai bine lizibil, Vz. om(x) — bun(x) .

Atentie la ordinea cuantificatorilor FEvery roommate of every CS major likes to party.
Subiectul e colegul de camera, dar el e definit prin aceasta calitate doar in raport cu un student la in-
formatica. Deci traducerea directa il introduce pe acesta intai: Vo . CSmaj(x) — Yy .rm(y,z) — Ip(y)
Putem insa porni si de la colegul de camera, si 1l caracterizam prin ezristenta unui student la informa-
ticd cu care e coleg: Vy.3z(CSmaj(z) A rm(y,z)) — Ip(y) In fine, putem introduce ambele variabile
(in orice ordine) si impune apoi constrangerile intre ele: VzVy. CSmaj(z) A rm(y,z) — Ip(y). Putem
verifica echivalenta dintre cele formulari transformandu-le in forma clauzala.

!Unele exemple sunt preluate de la http://www.cs.utexas.edu/users/novak/reso.html
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Scrieti formula pas cu pas, pentru a evita greseli  Oricine a citit toate cartile e un invdtat.
Fraza ne spune: oricine indeplineste o anume conditie e Invatat. Deci formula va avea structura:
Va — inv(x) . Apoi scriem conditia: “x a citit toate cartile”: Vy . carte(y) — citit(z,y).
Deci, Vx . (Vy . carte(y) — citit(z,y)) — inv(z) sau Vo (Vy(carte(y) — citit(z,y)) — inv(x)) . Atentie,
scriind direct VaVy . carte(y) — citit(x, y) — inv(x) sau echivalent, YaVy(carte(y) A citit(z,y) — inv(x))
obtinem alt inteles! Sa vedem ce inseamna aceasta ultima formuld: oricum am alege z si y astfel incat
y sa fie carte si x sa fi citit y, rezulta ca = e Invatat. Deci e suficient sa alegem o carte citita de x, nu
e nevoie sa fi citit toate cartile!

Putem vedea ca formulele sunt diferite si transformandu-le

(1) Va(Vy(carte(y) — citit(z,y)) — inv(z))
= Va(-VYy(carte(y) — citit(x,y)) V inv(zx))
= Va(Jy-(carte(y) — citit(x,y)) V inv(zx))
= Va(Jy(carte(y) A —citit(z,y)) V inv(z))

Vedem ca dupa ce am transformat implicatia si am dus negatia pana la predicate, y in formula (1)
e cuantificat existential, iar in (2), universal.

Skolemizand (1), ajungem la forma clauzala  (carte(f(z)) V inv(z)) A (—citit(x, f(z)) V inv(x))
pe cand (2) ne da —carte(y) V —citit(z,y) V inv(z).

Luand (2) adevarata, pentru a avea inv(x) e suficient sa avem un y astfel incat carte(y) si citit(z,y):
primii doi literali din clauza fiind falsi, trebuie inv(z) pentru a face clauza adeviarata. Deci e suficienta
o carte citita pentru ca x sa fie invatat — nu acesta e Intelesul afirmatiei initiale.

Luand insa (1), ca sa avem inv(z) e suficient sd nu existe carti (atunci carte(f(x)) e fals, deci
inv(z) adevarat, din prima clauza), sau ca x sa fi citit tot (atunci si citit(x, f(z)) e adevarat, negatia e
falsa, deci din clauza 2, inv(x) e adevarat). Reciproc, daca inv(x) e fals, atunci din (1), f(z) e o carte
necitita de x. Deci daca z citeste toate cartile, inv(x) e adevarat — acesta e sensul afirmatiei initiale.

Deci formulele (1) si (2) au inteles foarte diferit, desi singurul lucru care difera in scrierea initiala
e pozitia unor paranteze!

(2) VaVy(carte(y) A citit(z,y) — inv(z))
= VaVy(—(carte(y) A citit(x,y)) V inv(zx))
= VaVy(—carte(y) V —citit(z,y) V inv(x))

Negarea unei formule cuantificate schimba cuantificatorul
—Valformuli] = 3z -[formuld]  —3afformuld] = Vo - [formuli]

Transforméand interiorul unei formule cuantificate nu se schimba cuantificatorul
Valformuld| = Vafformuld transformatd] E evident: lucrdnd doar cu partea independenti de cuan-
tificator (din interiorul acestuia) nu e niciun motiv sa se schimbe cuantificatorul, sa apara negatii in
exterior, etc. Un exemplu e (2) mai sus: transformarea implicatiei nu schimba cuantificatorii VaVy .

Pentru a demonstra prin reducere la absurd, intii negdm concluzia Demonstratia prin
reducere la absurd inseamna sa presupunem toate ipotezele adevarate, si concluzia falsd, si sa obtinem
(prin rezolutie) o contradictie. Primul pas e sa negam concluzia, inainte de orice alta transformare,
skolemizare, etc. In caz contrar, nu obtinem rezultatul corect.

Pe un exemplu simplu: daca concluzia e Y3y P(z,y), negatia da —VaIyP(x,y) = JzVy—-P(z,y).
Skolemizand, x din exterior e o constanta a, si avem clauza unitate = P(a,y).

Daca nsa skolemizam formula ca atare, y e functie de z, si avem P{a—+{+} . Negand in acest
moment, obtinem =P{a&—f{x}}, ceea ce desi are tot P negat, e gresit, complet altceva, si va duce la un
rationament si/sau rezultat incorect.
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