Logica si structuri discrete
Automate finite si expresii regulate

Marius Minea
marius@cs.upt.ro

http://www.cs.upt.ro/~marius/curs/1lsd/
28 noiembrie 2016


mailto:marius@cs.upt.ro
http://www.cs.upt.ro/~marius/curs/lsd/

Un exemplu: automatul de cafea

actiuni (utilizator): introdu fisd, apasd buton
rdspuns (automat): toarnd cafea

Dupa o actiune se intdmpl3 ceva ?

buton nu

fis3 nu imediat

fisa buton da
fis3 a avut un efect intern: automatul a trecut Tn altd stare
(se comporta altfel la actiunea buton)

fis3 fisa buton buton d3 doud cafele ?

daca da, cate fise poate tine minte 7
una sau mai multe, dar practic un numar finit = stari finite

Important in practica:
Testam cu diverse secvente de intrdri: corespunde specificatiei?

Putem 7nvata structura automatului (din comportament)



Eliminarea comentariilor 1n C

Comentariu C: incadrat intre /* si */ sau toata linia dupa //
Sursa nu are voie s3 se termine Tnduntrul unui comentariu

Cum recunoastem un comentariu ?
Cum decidem daca sa acceptam o sursa corecta ?

Trebuie s3 retinem unde ne afldm in prelucrare (starea)
caracterele “interesante” la care reactionam depind de stare:
in afara comentariului
induntrul comentariului
asteptand un posibil inceput de comentariu (dupa /)
asteptand un posibil sfarsit de comentariu (dupd *)

Acceptam programul daca in final, suntem in afara comentariului
altfel respingem (nu acceptam) programul

Nu toate regulile de sintaxa pot fi descrise prin automate
in general, se folosesc gramatici (cursul urmétor)



Un automat foarte simplu

1 ncepe in starea sp
cand primeste 1, schimb3 starea
cand primeste 0, sta pe loc

|
O=

1

Dupa un sir cu numar par de 1, automatul va fi in s
Dupa un sir cu numar impar de 1, automatul va fi in s;

= automatul poate deosebi cele doua feluri de siruri

Daca ne trebuie un numar par de 1, marcam sy ca stare acceptoare
sir acceptat: doar daca automatul se opreste in stare acceptoare

= automatul defineste o multime de siruri, adicd un limbaj



Ce e un limbaj (formal)

Fie un alfabet ¥: o multime de simboluri (ex. caractere)

Un cuvént finit peste alfabetul ¥ e un sir de simboluri din
31a>...an ajex

Notam cu ¥* multimea tuturor cuvintelor finite peste alfabetul &
Y= {3132...3,, ’ aj € Z}
* steaua Kleene: repetitie (zero sau mai multe aparitii)
(in expresii regulate, vezi ulterior)

Important: X* are cuvinte de lungime nelimitata, dar nu infinite
Un limbaj formal £ e o submultime £ C ¥*, definita dupd anumite
reguli:  gramatici, automate, expresii regulate, etc.

limbajul sirurilor de paranteze echibrate; al sirurilor palindrom;
al sirurilor de 0 si 1 care nu au trei 0 consecutivi; etc.



Automat finit determinist (DFA)

Intr-un automat trebuie s3 definim starile, trecerile dintr-o stare n
alta (tranzitiile), starea initiald, si unde dorim s3 ajungem.

Automat finit determinist: o multime de stari (unele acceptoare),
o stare initiala, si tranzitii in functie de simbolurile de intrare.

Un automat finit e un tuplu cu 5 elemente (cvintuplu) (X, S, so, 9, F)

v

Y e un alfabet finit nevid de simboluri de intrare  {a,0,1,...}

v

S e o multime finitd nevida de stari

» 5o € S e starea initiald HQ

a
> §:S5 XX — S e functia de tranzitie <> O

(pentru fiecare stare si intrare, d3 starea urm3toare)

» F C S e multimea starilor acceptoare @
(unde dorim s3 ajungem)



Exemple de automate deterministe
automat de paritate: accepta siruri de 0 si 1 cu numar par de 1

0 0
1 011
H sau ca tabeld de tranzitii sy | sp | 51
1 S1| St %

—
Sp e stare initiala Q si acceptoare @ in acelasi timp

automat care acceptd cuvinte cu oricati de b (incl. 0) intre doi a

b
N OO ORI
ca d s3 fie definit3 peste tot a,b

ﬁ?m

e necesara Tnca o stare err
uneori Tn practica se omite 2 b
)



Limbajul acceptat de un automat

Notdm e € X* cuvantul vid (fard niciun simbol).

Definim inductiv o functie de tranzitie 0* cu intrari cuvinte:
in ce stare ajunge automatul pentru un cuvant dat la intrare?

pentru orice stare s € S:
0*(s,e) =s cuvant vid: nu face nimic
0*(s,a1a2...an) = 0%(0(s,a1),a2...an) pentru n > 0
Altfel spus, 6*(sp,a1a2...an) = 0*(s1,a2...an) cu s; = d(sp, a1)
obtinem starea s; dupa intrarea as, si aplicam &* pe sirul ramas

Automatul acceptd cuvantul w € £* dacd si numai dac3d §*(sp, w) € F
(cuvantul duce automatul intr-o stare acceptoare)



Cum reprezentam un automat ?

Matrice S x X cu elemente din S 011

(pentru fiecare stare si intrare, starea urm3toare) % | % | s

reprezintd explicit fiecare combinatie S1| 51| %

Sau: un dictionar care da pentru fiecare stare functia de tranzitie
reprezentatd tot ca un dictionar (intrare, stare)
Daca dintr-o stare multe simboluri duc Tn aceeasi stare urmatoare,
asociem fiecdrei stari:
un dictionar (intrare, stare)
o stare urm3toare implicitd (pentru celelalte intrdri)



Automate cu iesiri

numite si traductoare (engl. transducer)
scopul: genereazd raspunsuri/iesiri; nu au multime acceptoare F
in plus: un alfabet de iesire Q) si o functie de iesire g

automate de tip Moore
iesirea e functie de stare: g:S — Q

automate de tip Mealy
iesirea e functie de stare si intrare g:Sx ¥ —Q

folosite pentru a modela circuite secventiale



Intersectia, reuniunea si complementul limbajelor

Un limbaj recunoscut de un automat se numeste limbaj regulat
vom vedea ca se poate exprima prin expresii regulate

Automatul pentru intersectia a doua limbaje £1 N Lo
(numit uzual automatul produs)
tranzitioneaza simultan in ambele automate
accepta daca ambele accepta:

Automatul pentru reuniunea a doua limbaje £1 U L,
tranzitioneazd simultan in ambele automate (ca mai sus)
acceptd dacd cel putin unul accepta

Automatul pentru complement L
accepta daca automatul original nu accepta



Automate finite nedeterministe (NFA)

Exemplu: toate sirurile de a, b, ¢ care se termind in abc
a,b,c

Din sg, primind a, automatul poate
— ncerca s3 vadd dac3 vor mai fi exact 3 simboluri (trece in s1)
— raméne n so (prespunand cd urmeazad mai mult de 3)

= automatul poate urma una din mai multe cai
Un NFA acceptd dacd exista o alegere ducand in stare acceptoare.

Functia de tranzitie e acum 0 :S x £ — P(S)
da o multime de stari in care poate trece automatul

Avantaje:
uneori se scrie mai usor (permite sd “ghicim” tranzitia bun3)
cand specificdm un sistem, permite o alegere la implementare



Conversie NFA-DFA

Fie un NFA M = (%, S, 50,9, F). Construim un DFA echivalent.

Retinem la orice pas multimea de stariin care s-ar putea afla M
= noua multime de stiriva fi S’ = P(S)
in cel mai rau caz, poate fi exponential Tn dimensiunea initiala

P(S)| =2
Obtinem M’ = (X, 5, 5,0’, F') cu
S = 7?(5)
§(q,a U d(s,a)  (pentru fiecare stare s € g cu g € P(S),
seq

reunim multimile st3rilor in care se ajunge pe simbolul a)
F'={seS|snF+#0}

(multimea stdrilor care au o stare acceptoare din F)



Conversie NFA-DFA (exemplu)

a,b,c
Scriem tabelul de tranzitie

. a /N b c cu multimea starilor Tn care
& \1/ @ @ se trecT pe fie‘care si‘mbol
a b C
{0} [{0.1}] {0} [ {0}

Cand obtinem o noua multime
addugam o linie la tabel.




Conversie NFA-DFA (exemplu)

a,b,c
Scriem tabelul de tranzitie

. a /N b Q c O cu multimea starilor Tn care
& \1/ 2 @ se trece pe fiecare simbol
| a | b | ¢

{0} [{0,1}] {0} | {0}
{0,1}]{0,1}]{0, 2}| {0}

Cand obtinem o noua multime
addugam o linie la tabel.




Conversie NFA-DFA (exemplu)

a,b,c

Scriem tabelul de tranzitie

a /N b Q c @ cu multimea starilor Tn care
— 1 2 ’ )
& \Z/ 3 se trece pe fiecare simbol

‘ a ‘ b ‘ C

an inem o noua multim {0} {0’1} {O} {0}
ltugim o o saber T {0.17{0.0}{0.2]| {0}
{0,2}1{0,1}| {0} |{0,3}




Conversie NFA-DFA (exemplu)

a,b,c

Scriem tabelul de tranzitie

a /N b Q c @ cu multimea starilor Tn care
— 1 2 ’ )
& \Z/ 3 se trece pe fiecare simbol

| a | b | c

an inem nouda multim {0} {0’1} {O} {0}
i o e e 70, 13[{0, 110,211 {0}
{0,2}1{0,1}| {0} [{0,3}

{0,3}/{0,1}] {0} | {0}




Conversie NFA-DFA (exemplu)

a,b,c
Scriem tabelul de tranzitie

a b c cu multimea starilor in care
H& @ @ @ se trece pe fiecare simbol

‘ a ‘ b ‘ C
{0} 1{0,1}] {0} | {0}
{0,1}1{0,1}[{0,2}| {0}
{0,2}{0,1}| {0} |{0.3}
{0,3}{0,1}] {0} | {0}

Fiecare multime obtinuta devine o stare Tn DFA-ul rezultat

Cand obtinem o noua multime
addugam o linie la tabel.

Starile acceptoare

@ sunt cele care contin
o stare acceptoare
din automatul initial.




Un alt exemplu: mutari dupa o regula

112(3 \ a \ d
41516 B 1 {24 [ {5
71819

stare initiald: 1
stare finald: 9

Y ={a,d}

a: mutd adiacent
d: mutd diagonal



Un alt exemplu: mutari dupa o regula

11213
41516
71819
stare initiald: 1
stare finald: 9
Y ={a,d}

a: mutd adiacent
d: mutd diagonal

|

a

{1}

{2,4}

{5}

{2,4}

{1,3,5,7}

{2,4,6,8}




Un alt exemplu: mutari dupa o regula

11213
41516
71819
stare initiald: 1
stare finald: 9
Y ={a,d}

a: mutd adiacent
d: mutd diagonal

\ a d
{1} {24} {5}
12,4} {1,3,5,7F | {2,4,6,8}
{5} {2,4,6,8} {1,3,7,9}




Un alt exemplu: mutari dupa o regula

12]3 \ a \ d
4[5]6 {1} 2,4} {5}
7189 2,4} {1,3,5,7} | {2,4,6,8}
stare initiala: 1 {5} {2,4,6,8} {1,3,7,9}
stare finala: 9 {1,3,5,7} {2,4,6,8} | {1,3,5,7,9}
Y ={a,d}

a: mutd adiacent
d: mutd diagonal



11213
41516
71819
stare initiald: 1
stare finald: 9
Y ={a,d}

a: mutd adiacent
d: mutd diagonal

Un alt exemplu: mutari dupa o regula

\ a d

{1} {2,4} {5}
{2,4} {1,3,5,7} {2,4,6,8}
{5} {2,4,6,8} {1,3,7,9}
{1,3,5,7} {2,4,6,8} | {1,3,5,7,9}
{2,4,6,8} | {1,3,5,7,9} | {2,4,6,8}




11213
41516
71819
stare initiald: 1
stare finald: 9
Y ={a,d}

a: mutd adiacent
d: mutd diagonal

Un alt exemplu: mutari dupa o regula

\ a d

{1} {2,4} {5}
{2,4} {1,3,5,7} {2,4,6,8}
{5} {2,4,6,8} {1,3,7,9}
{1,3,5,7} {2,4,6,8} | {1,3,5,7,9}
{2,4,6,8} | {1,3,5,7,9} | {2,4,6,8}

{1,3,7,9} {2,4,6,8} {5}




11213
41516
71819
stare initiald: 1
stare finald: 9
Y ={a,d}

a: mutd adiacent
d: mutd diagonal

Un alt exemplu: mutari dupa o regula

\ a d

{1} {2,4} {5}
{2,4} {1,3,5,7} {2,4,6,8}
{5} {2,4,6,8} {1,3,7,9}
{1,3,5,7} {2,4,6,8} | {1,3,5,7,9}
{2,4,6,8} | {1,3,5,7,9} | {2,4,6,8}

{1,3,7,9} {2,4,6,8} {5}
{1,3,5,7,9} | {2,4,6,8} | {1,3,5,7,9}




Un alt exemplu: mutari dupa o regula

112(3 \ a d
4[5]6 {1} 2,4} {5}
7189 2,4} {1,3,5,7} | {2,4,6,8}
stare initiala: 1 {5} {2,4,6,8} {1,3,7,9}
stare finala: 9 {1,3,5,7} {2,4,6,8} | {1,3,5,7,9}
r ={a,d} {2,4,6,8} | {1,3,5.7,9} | {2,4,6,8}
a: muta adiacent {1,3,7,9} {2,4,6,8} {5}
d: mutd diagonal 13757 91| (2.4,6,8) | {1,3,5,7,9}
17 ={1,3,5,7}
28 = {2,4,6,8}
— x5 ={1,3,7,9}

19 ={1,3,5,7,9}




Putem exprima mai concis definitia unui limbaj?

Un limbaj = o multime de cuvinte peste un alfabet

Adesea suntem interesati in cuvinte cu structura simpla:

un intreg: o secventd de cifre, eventual cu semn

un real: parte intreagd + parte zecimald (una din ele optionald),
exponent optional

un identificator: litere, cifre, _ Tncepand cu litera sau _

fisiere cu numele 01-titlu.mp3, 02-alttitlu.mp3, ...

Unele limbaje pot fi recunoscute eficient de automate finite
dar scrierea automatului ia efort
= se poate face mai simplu ?



Operatii pe limbaje

Reuniunea, intersectia si complementul limbajelor regulate
sunt limbaje regulate

Mai putem defini:
Concatenarea limbajelor
L1-12= {W1W2 | wy € Li,wp € L2}

Inchiderea Kleene (repetitia)
L*={w|3IneNw=wwy... wy,w; € L}
nu repetitia aeekuiast sir, ci concatenarea oricaror siruri
ludnd n = 0, rezult3 € € L* pentru orice L # ()
e reprezintd sirul vid (niciun simbol, lungime 0)



Expresii regulate: definitie formala

O expresie regulatd descrie un limbaj (regulat).

O expresie regulatd peste un alfabet ¥ e fie:
3 cazuri de baza:

0 limbajul vid
€ denot3 limbajul {e} (cu sirul vid)
a

denotd limbajul {a} cuae ®

3 cazuri recursive: date ej, ey expresii regulate, si urmatoarele sunt:

(e1 + &) reuniunea limbajelor

in practica, notatd adesea ej|ey (alternativd, “sau”)
(e1- &) concatenarea limbajelor
e

inchiderea Kleene a limbajului



Reguli de scriere si exemple

Omitem paranteze cand sunt clare din relatiile de precedentd
cel mai prioritar: *, apoi concatenare si apoi reuniune +
punctul pentru concatenare se omite

in practica se mai folosesc abrevierile
e? pentrue+e (e, optional)
et pentru e\ e (e, cel putin o dat3)

)*  multimea tuturor sirurilor din 0 sau 1
)*0  ca mai sus, incheiat cu 0 (numere pare in binar)
0+ 1)*+0 numere binare, far3 zerouri initiale inutile



Orice expresie regulata e recunoscuta de un automat

Construim prin inductie structurald

Pentru cazurile de baza

—(
0 nu are stare acceptoare

-0
€ starea initiala e acceptoare

-O—=0 ‘o
a accepta simbolul a

in celelalte trei cazuri, combindm automatele limbajelor date
rezultd un automat finit nedeterminist cu tranzitiie



Conversia expresie regulata — automat

Constructia pentru reuniune

© w® v @O
e+ e . . . @

Constructia pentru inchiderea Kleene

JN OO



Conversia expresie regulata — automat

Constructia pentru concatenare

- @@ v @
- @@

in general, nu putem contopi sf1 Si Sj2: ajunsi Tn sf; nu avem voie
sa revenim n e;.
Tns3 constructiile de pana acum asigura:

0 unicad stare initiald, Tn care nu se revine

0 unicd stare acceptoare, din care nu ies tranzitii

Atunci putem contopi la concatenare capetele lui €; si e.



Conversie din expresie regulata in automat

Fie expresia (0+10)*(1+¢). Construim (comasand pasii triviali):

O tranzitie € se face spontan, fard a consuma un simbol de intrare
= ajuns ntr-o stare s, e ca si ajuns in orice stare s’ legat3 de s
doar prin e-tranzitii (inchiderea tranzitiva a relatiei definite de ¢)

Deci, aflat in 0, e ca si cum s-ar aflain 1, 2, 4, 8 sau 9
Aflat in 7, ecasicum s-ar aflain 1,2, 4, 8,9



Conversie din NFA cu tranzitii ¢ in DFA

012489

1234789

1234789

1234789

59

1246789

;0@

@ 0 | 1

1246789

1234789

59

Liniile 1, 2 si 4 au destinatii identice = starile sunt echivalente.
= automat cu doar dou3 st3ri (ignorand starea de eroare ()



Conversia din automat in expresie regulata

Daca sunt mai multe noduri acceptoare, adaugam un nod acceptor
unic (cu tranzitii € spre el)

Eliminam pe rand fiecare nod n afard de cel initial si acceptor:

pentru orice nod intermediar i de eliminat
pentru orice pereche (s, d)
adaugd la muchia s — d limbajul LgLjLiy



Conversie din automat in expresie regulata

Siruri de 0 si 1 care nu au doi 1 consecutivi

pe 1, trece in stare cu tranzitie doar pe 0 H

Ambele stari sunt acceptoare = adaugam o unica stare acceptoare
0

0 10
. Eliminam 1: .
S o, O

0%
025 f

Obtinem astfel limbajul (0+10)*(1+¢)



Minimizarea automatelor

Douad stari s; si sp pot fi deosebite daca exista un cuvant w care
dintr-una din stari conduce la o stare acceptoare, si din cealaltd, nu
*(s1,w) € F # 0*(s2,w) € F

Doua stari care nu pot fi deosebite sunt echivalente
= pot fi inlocuite cu o singura stare

Un DFA e minimal dacd nu exista un automat cu mai putine stari
care accepta acelasi limbaj.

Diversi algoritmi de minimizare (ex. Hopcroft-Ullman, Moore)
initial, partitie cu 2 blocuri: F,S\ F (stari acceptoare sau nu)
(o Tmpartire in potentiale clase de echivalent3)
desparte un bloc din partitie dacd pe un simbol, starile nu trec
toate Tn acelasi bloc din partitie (pot fi deosebite)



Conversie NFA-DFA si minimizare (exemplu)

Cuvinte din a, b cu subsir aba: “ghicim” cand Tncepe subsirul dorit

al|b

01

0

01

02

a, b a, b
0
. a/\b a@ 01
C% OO0 ”

013

0

013

013

023

023

013

03

03

013

Stérile care contin 3 (stare acceptoare) sunt acceptoare.
Alici, ele trec tot timpul Tn stari acceptoare, deci sunt echivalente
(caz simplu), si le putem comasa intr-o singura stare (numita 3).

b a a,b
b

03



Recapitulare

Un automat determinist defineste un limbaj acceptat.
Un astfel de limbaj se numeste limbaj regulat.
El poate fi exprimat si printr-o expresie regulata.

Intersectia, reuniunea, si complementarea limbajelor regulate
produc limbaje regulate
(deci pot fi recunoscute de automate finite)

Automatele finite nedeterministe se pot transforma in deterministe
(deci recunosc tot limbaje regulate)
dar numarul de stari poate creste exponential

Automatele finite pot fi minimizate, comasand starile echivalente.

Automatele deterministe si nedeterministe si expresiile regulate
au aceeasi putere expresiva (descriu limbaje regulate).



