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Revenim la traversarea grafurilor

Traversarea prin cuprindere pornind din nodul vy
viziteaza nodurile dupa distanta crescatoare de la vy

Fie Ny = multimea nodurilor cu drum de lungime < k de la vy

No = {w} doar nodul initial
N1 = No U vecini(Np) nodul initial si vecinii lui
N> = Ny U vecini(Ny) nodurile cu drum < 1 si vecinii lor

Fie £(S) = S U vecini(S). Atunci Ny = f(Nk)



Punctul fix

x e punct fix pentru o functie f daca f(x) = x

Daca aplicam functia repetat:
pentru un punct fix, nu se mai produce o transformare

in cazul nostru, f(S) = S U vecini(S), avem S C £(S)
repetand: S C f(S) C f(f(S)) C ...

Multimea nodurilor e finita, deci la un moment dat, sirul nu mai
poate creste: An. F"(Ng) = F"1(Np)
am vizitat toate nodurile accesibile din vy

Putem aplica parcurgerea pana la punct fix si fard s3 construim
explicit un graf, pentru starile / configuratiile oricarui sistem
(mut&ri in jocuri, valori calculate in programe, etc.)



Complexitate si calculabilitate

Scriind programe, ne punem intrebarea fundamentala:

Dat3 fiind o problema, se poate scrie un program care o rezolva?
Se poate scrie un antivirus perfect ?

(detecteaza toti virusii, fard alerte false)
Se poate scrie compilatorul care genereaza codul optim?

Dac3 problema e rezolvabild, ne intrebam si:

Cat de complexa e solutia?



Complexitatea algoritmica

Efortul de rezolvare depinde (de reguld) de dimensiunea intrdrii:

C3utare ntr-o listd neordonatd (de lungime n)
proportionald cu n (lungimea listei)

C3utare intr-un arbore binar de c3utare (cu n noduri)
proportionald cu Tnaltimea arborelui
log, n dacd arborele e echilibrat

Sortarea unui vector de n elemente
proportionald cu nlog, n pentru mergesort (sau quicksort, cu
selectia corespunzitoare a medianei)

O problem3 are complexitatea O(f(n)) (litera O mare, "big-O")
in exemplele date: O(n), O(log n), O(nlog n)

dacd existd ¢ > 0 astfel incat solutia ia < ¢ - f(n) pasi pentru n

suficient de mare (n > ng dependent de problem3)



Clasele de complexitate P si NP

P = clasa problemelor care pot fi rezolvate in timp polinomial
(relativ la dimensiunea problemei)

NP = clasa problemelor pentru care o solutie poate fi verificatd

n timp polinomial

Exemplu: realizabilitatea formulelor boolene
O formuld cu n propozitii are 2" atribuiri
= timp exponential incercand toate

O atribuire dat3 se verificd in timp liniar (in dimensiunea formulei)
parcurgem formula o dat3 si obtinem valoarea
= realizabilitatea e Tn NP

dar nu se cunoaste un algoritm polinomial (din cite stim nu e in P)

In general, a verifica o solutie e (mult) mai simplu decat a o gasi.



Probleme NP-complete

Probleme NP-complete: cele mai dificile probleme din clasa NP
daca s-ar rezolva in timp polinomial, orice altd problema din NP
s-ar rezolva Tn timp polinomial = ar fi P = NP (se crede P # NP)

Realizabilitatea (SAT) e prima problemd demonstratd a fi NP-completd

(Cook, 1971). Sunt multe altele (21 probleme clasice: Karp 1972).
problema colorarii grafurilor

(cate culori astfel ca noduri adiacente s3 fie de culori diferite?)
problema rucsacului

(selectie de obiecte de valoare maxim3, cu greutate total3 limitatd)
“sumset-sum”:

ntr-o multime de Tntregi exista o submultime de sum3 data?

Cum demonstram c3 o problem3 e NP-complet3 (grea) ?
reducem o problema cunoscuta din NP la problema studiata
= dac3 s-ar putea rezolva in timp polinomial problema nousg,
atunci ar lua timp polinomial problema cunoscuta



P = NP?

Una din cele mai fundamentale probleme Tn informatica

NP-Hard NP-Hard

NP-Complete
P=NP=
NP-Complete

Complexity

Se crede ¢ P # NP, dar nu s-a putut (incd) demonstra

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:P_np_np-complete_np-hard.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:P_np_np-complete_np-hard.svg

Ce se poate si nu se poate calcula?

Revenim la intrebarea

Data fiind o problema, se poate scrie un program care o rezolva?

Teorema lui Cantor. Nu existd bijectie de la X la P(X)
[X| < |P(X))]

Care e legdtura?



Programe si probleme

Un program (in cod sursd) e un sir de caractere.
desi nu orice sir de caractere e un program valid

Notand cu Progs multimea programelor si 2 alfabetul caracterelor
Progs C ¥*

O clas3 de probleme (sunt multe altele):
Fiind datd o multime (finitd sau nu) de siruri S = {s1, s, ..., Sp, ...},
si un sir w, apartine el multimii date, w € S7
Multimea S ar putea fi datd: explicit, printr-o expresie regulata, un
automat, o gramatica, ...
Orice multime de siruri defineste (cel putin) o problem3d
P(X*) C Probs

Teorema lui Cantor ne spune atunci:

|Progs| < |X*| < |P(X*)| < |Probs|
Nu putem asocia deci fiecarei probleme un program!



Limitarile logicii

Am vazut ca nu se poate calcula orice.

Ins3, teoretic, se poate demonstra (sau infirma) orice afimatie
matematica?



Demonstratie (sintactica) si consecintd logica (semantica)

In logica predicatelor, numarul interpretarilor e infinit
= nu putem construi un tabel de adevar pentru o formuld

E esential deci sa putem demonstra (deduce) o formuls.

Deductia H = ¢ a formulei ¢ din ipotezele H e pur sintactica:
un sir de formule, fiecare o axiomd sau o ipotezd sau rezultand
printr-o reguld de inferentd (modus ponens) din formule anterioare

Consecinta semanticd/implicatia logicd e o notiune semantica,
considerand interpretari si valori de adevar:

Ipotezele H implicd ¢ (H |= ) dacd pentru orice interpretare /,
I = Himplicd | = ¢
(¢ e adev. in orice interpretare care satisface toate ipotezele din H)



Consistenta si completitudine

Calculul predicatelor de ordinul | este consistent si complet
(la fel ca si logica propozitional3):

H + ¢ dacd si numai dacd H = ¢

Dar: relatia de implicatie logica e doar semidecidabila

dacad o formul3d e o tautologie, ea poate fi demonstrata

dar dacd nu e, incercarea de a o demonstra (sau o refuta) poate
continua la nesfarsit



Teoremele de incompletitudine ale lui Godel

Prima teorema de incompletitudine:
Orice sistem logic consistent care poate exprima aritmetica
elementarad e incomplet

i.e., se pot scrie afirmatii care nu pot fi nici demonstrate nici
infirmate in acel sistem

n particular, se poate scrie o afirmatie adevarata dar care nu
poate fi demonstratd in acel sistem

Demonstratie: codificind formule si demonstratii ca numere

construim un numar care exprima ca formula sa e nedemonstrabila

A doua teorema de incompletitudine:
Consistenta unui sistem logic capabil s3 exprime aritmetica
elementard nu poate fi demonstrata in cadrul acelui sistem.

dar ar putea fi demonstrabild in alt sistem logic (mai bogat)



Calculabilitate

Ce se poate calcula, si cum putem defini aceasta notiune 7

Teza Church-Turing
o afirmatie despre notiunea de calculabilitate:
urmatoarele modele de calcul sunt echivalente:
» lambda-calculul
» masina Turing

» functiile recursive



Lambda-calcul

Definit de Alonzo Church (1932); poate fi privit ca fiind cel mai
simplu limbaj de programare

O expresie in lambda-calcul e fie:
o variabild X
o functie Ax.e (functie de variabild x)
™ ML: fun x -> e
o evaluare de functie e; e  (functia e; aplicatd argumentului &)
la fel In ML: f x  fara paranteze

Toate notiunile fundamentale (numere naturale, booleni, perechi,
decizie, recursivitate, etc.) pot fi exprimate Tn lambda-calcul.



Un alt model de calcul: automatul
0 0

1
OO

Automatul de mai sus calculeazd paritatea unui sir de 0 si 1
(care la rdndul sdu, poate reprezenta un numar in binar)
are un numar par sau impar de 1 ?

Comportamentul e determinat complet de stare si intrare

Automatul “stie” doar starea Tn care se afla:
are memorie finita

Daca are n stari, am putea reprezenta starea ca o valoare pe
[log, n] biti

Cum reprezentdm ins3 un calculator, care (conceptual) nu are
limitd de memorie?



Masina Turing

Masina Turing e compusa din:
o banda cu un numar infinit de celule; fiecare contine un simbol
(banda poate fi infinitd la unul/ambele capete, e echivalent)
un cap de citire/scriere, controlat de un automat cu stari finite

banda
e LI TTITITITT---
cap citire/scriere

Automatul si continutul benzii determind comportarea.

Dupd 1) starea curentd si  2) simbolul aflat sub cap, masina:
1) trece in starea urm3toare, 2) scrie un (alt) simbol sub cap

3) mutd capul la stinga sau la dreapta

Initial, banda are un sir finit de simboluri, capul e pe cel din stanga;
restul celulelor contin un simbol special (numit vid sau blanc).



Exemplu: numara simboluri si scrie numarul in binar
""b|b|b|b|a|a|a|a|a|a|b‘~-- cati a sunt pe banda?

-/-: nu modifica
orice alt simbol

obtine fiecare bit din numarul de a bbbbaaaaaab — bbbbxaxaxab
—: schimb3 a cu x din doi in doi <« bbbOxaxaxab — bbbOxxxaxxb
¢ scrie 0 sau 1 dupa paritate < bblOxxxaxxb — bb1l0xxxxxxb

repeta pana nu mai sunt a: Halt +— b110xxxxxxb — bl10xxxxxXXb
Halt



Masina Turing — descriere formala

Formal, masina Turing se descrie printr-un tuplu cu 7 elemente:

Q: multimea starilor automatului finit (de control)
Y. multimea finit3 a simbolurilor de intrare (din sirul initial)
I": multimea simbolurilor de pe band3; ¥ C I
d:QxT — QxT x{lr}: functia de tranzitie:

da starea urmatoare, simbolul cu care e inlocuit cel curent, si
mutarea la stdnga sau dreapta

("n unele versiuni, echivalente, capul poate si rdimane pe loc)
go € Q: starea initiala a automatului de control
b €T\ X: simbolul vid (blanc): toate celulele cu exceptia unui
numar finit sunt initial vide
F C Q: multimea st&rilor finale, automatul se opreste (halt)

Poate descrie orice calcul (implementabil prin program)
Nu existd algoritm care sa decida pentru orice automat si intrare
daca se opreste (halting problem) — la fel pentru programe



Calculabilitate si problema terminarii (halting problem)

in formularea pentru programe:

Nu existd algoritm (program) care ia un program arbitrar P si un
set de date D si determind dacd P(D) (rularea lui P cu datele D)
s-ar termina (opri) sau ar rula la infinit.

Presupunem c3 ar exista un astfel de program CheckHalt(P, D).
Deci, CheckHalt(X, X) spune ce face prog. X cu textul sdu ca date

Construim un “program imposibil” care face opusul a ceea ce face!
Intai, definim programul Test(X) avand ca intrare un program X:
dacd CheckHalt(X, X) decide "halt", atunci cicleaza la infinit

dacd CheckHalt(X, X) decide "cicleazi", atunci stop
Deci CheckHalt(X, X) spune ce face X(X) iar Test(X) face opusul

Se opreste Test(Test)? Raspunsul e dat de CheckHalt(Test, Test).
dar Test(Test) (cu X=Test) face opusul lui CheckHalt(Test, Test)
= contradictie, deci nu poate exista CheckHallt!



Recapitulare: notiuni de programare

Functiile sunt valori (“first-class values”) care pot fi manipulate la
fel ca orice alte valori:
pot fi transmise ca argumente, returnate ca rezultate)

in C: putem transmite / returna / atribui pointeri la functii
ex. functia de comparare la gsort



Tipuri

ML verificd static (la compilare) corectitudinea tipurilor
elimina multe erori incd de la compilare

Inferenta de tipuri. tipurile nu trebuie precizate explicit, ele sunt
deduse de compilator (din operatiile folosite)

Polimorfism: functii care pot opera pe familii de mai multe tipuri
(liste, arbori, etc. de tipuri arbitrare)



Definirea de tipuri

Tipuri compuse:

produs cartezian: tuple (perechi, triplete)
similar structurilor in C (si Tn ML, cdmpurile pot avea nume)

reuniune disjuncta: tipurile cu variante
’a tree = L ‘a | T ’a tree * ’a *x ’a tree

Potrivirea de tipare
mecanism puternic pentru lucrul cu tipuri compuse
compilatorul verifica tratarea tuturor cazurilor



Gestiunea memoriei

Functiile pot returna orice valori compuse

Nu e necesara alocarea dinamica explicita
si nici eliberarea memoriei
gestionatd automat la rulare (“garbage collection”)

C distinge ntre valori “obisnuite” care pot fi returnate
(intregi, reali, structuri)

si valori reprezentate prin adresa lor de memorie
(tablouri, siruri, functii, ...)



Stilul functional vs. imperativ

Functiile calculeaza valori.
Intreg programul e o expresie
Secventierea e necesard/utild doar pentru scriere la iesire

ATENTIE!
exprl; expr2; expr3
ignord rezultatele primelor doud expresii
= are sens doar dac3d acestea tiparesc valori
(si la citire, valoarea trebuie transmis3 functiei de prelucrare)



Abstractia

ML are module care separd interfata de implementare

Avem functii pentru multimi, asocieri, etc.
fard a fi expuse detaliile de reprezentare

Importanta in toate paradigmele de programare

Exemplu: Tn matematicd, o multime poate fi dat3
prin enumerarea elementelor
printr-o proprietate:
: interval de valori: [a, b]
: constrangeri: x <H5bAy—x<3
: functia caracteristica / de membru Tn multime

Algoritmii Tn probleme care lucreaza cu multimi pot fi scrisi
independent de reprezentare!



