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Logica sta la baza informaticii

circuite logice: descrise in algebra booleana
Logica digitald, sem. 2

calculabilitate: ce se poate calcula algoritmic?

metode formale: demonstrarea corectitudinii programelor
eroare n sortarea Java (Timsort) corectatd (2015)

inteligenta artificiald: cum reprezentam si deducem cunostinte?

testare si securitate: gasirea unor intrari si cai de eroare,
exploatarea automata de vulnerabilitati

etc.



Din istoria logicii

Aristotel (sec.4 i.e.n.): primul sistem de logicd formald (riguroasa)

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1714): logicd computationald
rationamentele logice pot fi reduse la calcul matematic

George Boole (1815-1864): The Laws of Thought:
logica modern3, algebrd booleand (logica si multimi)

Gottlob Frege (1848-1925): logica simbolicd clasicd
Begriffsschift. formalizare a logicii ca fundament al matematicii

Bertrand Russell (1872-1970): Principia Mathematica
(cu A. N. Whitehead)
formalizare Tncercand sa elimine paradoxurile anterioare

Kurt Godel (1906-1978): teoremele de incompletitudine (1931):
nu exista axiomatizare consistentd si completa a aritmeticii
limitarea logicii: fie paradoxuri, fie afirmatii nedemonstrabile



Exemple de specificatii logice

RFC822: Standard for ARPA Internet Text Messages (e-mail)

If the "Reply-To" field exists, then the reply should go to the
addresses indicated in that field and not to the address(es)
indicated in the "From” field.

Contracte pentru functii in limbaje de programare
Bertrand Meyer, Eiffel, 1986; acum in mai toate limbajele
incl. pentru Cn anul 1, http://cO.typesafety.net

log( x)
//Q@requires x >= 1;
//Qensures \result >= 0;
//Q@ensures (1 << \result) <= x;


http://c0.typesafety.net

Logica si gandire computationald (algoritmica)

Computational logic
folosirea logicii pentru calcule sau rationamente despre calcule

legata de programare logica: descrie declarativ ce se calculeaza,
ordinea operatiilor (cum) rezultd automat

Algorithm = Logic + Control R. Kowalski, 1979
“logica” algoritmului: definitii, relatii, reguli = intelesul
+ “control”: strategiile de executie = eficienta

Computational thinking

“Computational thinking is the thought processes involved in
formulating a problem and expressing its solution(s) in such a way
that a computer—human or machine—can effectively carry out.”
“... computational thinking will be a fundamental skill [...]

used by everyone by the middle of the 21st Century.”

J. Wing, VP Microsoft Research http://socialissues.cs.toronto.edu/?p=279.html


http://socialissues.cs.toronto.edu/?p=279.html

Logica si calculatoarele

Important pentru noi:

Demonstratiile logice se reduc la calcule
(algoritmi, programe)

Multe probleme din informatica
se pot reduce la logica
si rezolva apoi automat



Stim deja: Operatorii logici uzuali

NU (=), SAU (V), SI (A)

bisect an

an mod 4 = 0 &&

Tabele de adevar:

(an mod 100 = 0) || an mod 400 = O

q q
p -p pVvagl|F T pANg|F T
F T F F T F F F
T F P17 T P T |F T
negatie = NU disjunctie V SAU conjunctie A Sl
C: ! ML: not C/ML: || C/ML: &&



Logica propozitionala

Unul din cele mai simple limbaje  (limbaj = putem exprima ceva)
asa cum codificdm numere, etc. in biti
putem exprima probleme prin formule in logica

Discutam:

Cum definim o formula logica:
forma ei (sintaxa) vs. intelesul ei (semantica)

Cum reprezentam o formuld?  pentru a opera eficient cu ea

Ce sunt demonstratiile si rationamentul logic ?
cum putem demonstra? se poate demonstra (sau nega) orice?

Cum folosim logica pentru a opera cu alte notiuni din informatica?
(multimi, relatii, etc.)



Propozitii logice

O propozitie (logicd) e o afirmatie care e fie adevarata, fie fals3,

dar nu ambelesimultan.

Sunt sau nu propozitii?
2+2=5
x+2=4
Toate numerele prime mai mari ca 2 sunt impare.
x" 4 y™ = z" nu are solutii intregi nenule pentru niciun n > 2
Dac3 x < 2, atunci x2 < 4
Logica ne permite s3 rationam precis.

= pentru aceasta trebuie s3 o definim precis
sintaxa (cum aratd/e formatd) si semantica (ce inseamnad)



Sintaxa logicii propozitionale

Un limbaj e definit prin
simboluri sale
si regulile dupd care combindm corect simbolurile (sintaxa)

Simbolurile logicii propozitionale:
propozitii: notate deobicei cu litere p, q, r, etc.
operatori (conectori logici): negatie =, implicatie — , paranteze ()

Formulele logicii propozitionale: definite prin inductie structurald
(definim cum construim formule complexe din altele mai simple)

O formula e:
orice propozitie  (numitd si formuld atomicd)
(—a) dac3 « este o formuld

(e = B) dacd a si 8 sunt formule (o, 3 numite subformule)



Alti operatori (conectori) logici

Deobicei, ddm definitii minimale (cat mai putine cazuri)
(orice rationament ulterior trebuie ficut pe toate cazurile)

Operatorii cunoscuti pot fi definiti folosind — si —-:
angE (o= =8) (S

aVBE —a =B (SAU)

aepY (a—= BN (B = a) (echivalent3)

Omitem parantezele redundante, definind precedenta operatorilor.

Ordinea precedentei: —, A, V, —, <

Implicatia e asociativa /a dreaptal p—=g—=r=p—=(g—r)

Sintaxa nu defineste ce inseamn& o formul3. Definim semantica ulterior.



Sintaxa (concretd si abstractd) vs. semantica

Sintaxa: o multime de reguli care defineste constructiile unui limbaj
dac3 ceva nu e construit corect nu putem sa-i definim intelesul

Sintaxa concretd precizeazd modul exact de scriere.
prop — formuld  formuld N\ formuld  formuld v formuld

Sintaxa abstractd: intereseaza structura formulei din subformule:
propozitie, negatia unei formule, conjunctia/disjunctia a 2 formule
nu conteazd simbolurile concrete (A, V), scrierea infix / prefix,...

ML: definim un tip recursiv urmarind structura (sintaxa abstract3):

boolform = V string | Neg boolform
| And boolform * boolform | Or boolform * boolform

Numele de constructori V, And, Or, etc. sunt alese de noi.



Implicatia logica —

p—q numitd si conditional(d)
p: antecedent (in rationamente: ipoteza, premis3)
q: consecvent (in rationamente: concluzie)

intelesul: dacd p e adevirat, atunci q e adevirat (if-then)
dac3d p nu e adevidrat, nu stim nimic despre g (poate fi oricum)

Deci, p — g e fals doar cand p e adevarat dar g e fals

q
p—q|F T
p F T T
Tabelul de adevar: T F T
Exprimat cu conectorii uzuali: p—q = —pVgqg

Negatia:  —(p—q)=pA—q



Implicatia in vorbirea curenta si in logica

In limbajul natural, “dacd ... atunci” denot3d adesea cauzalitate
dac3 ploud, iau umbrela (din cauzi c3 ploud)

In logica matematica, — NU inseamna cauzalitate
3 e impar — 2 e numar prim implicatie adevarata, T — T
(dar faptul c3 2 e prim nu e din cauzi c3 3 e impar)

in demonstratii, vom folosi ipoteze relevante (legate de concluzie)

v

Vorbind, spunem adesea “daca” gandind “daca si numai daca”
(echivalentd, o notiune mai puternic3!)
Exemplu: Dacd depdsesc viteza, iau amenda. (dar daca nu?)

ATENTIE:  fals implica orice! (vezi tabelul de adevar)
= un rationament cu o veriga fals3 poate duce la orice concluzie
= un paradox (A A —A) distruge increderea intr-un sistem logic



Implicatie: contrapozitiva, inversa, reciproca

Fiind data o implicatie A — B, definim:
reciproca: B — A

inversa: - A — B

contrapozitiva: =B — —A

Contrapozitiva e echivalentd cu formula initiald (directa).
Inversa e echivalenta cu reciproca.

A — B NU-e—echivalent cu B — A (reciproca)



Semantica unei formule: functii de adevar

Definim riguros cum calculam valoarea de adevar a unei formule
= dam o semantici (inteles) formulei (o notiune sintactici)

O functie de adevar v atribuie oricarei formule o valoare de adevar
€ {T,F} astfel incst:
v(p) e definitd pentru fiecare propozitie atomica p.
) T dacd v(a) =F
v(ta) = { F dacid v(a) =T
_J F dacd v(a) =Tsiv(B)=F
V(o= 6) = { T 1in caz contrar

Exemplu: v((a — b) — ¢) pentru v(a) =T, v(b) =F, v(c) =T
avem v(a — b) = F pentru cd v(a) = T si v(b) = F (cazul 1)
si atunci v((a — b) - ¢) =T (cazul 2: premis3 fals3)



Interpretari ale unei formule

O interpretare a unei formule = o evaluare pentru propozitiile ei

O intrepretare satisface o formula daca o evalueazd la T.

Spunem c3 interpretarea e un model pentru formula respectiva.

Exemplu: pentru formula a A (=bV —c) A (ma V ¢)
interpretarea v(a) = T,v(b) = F,v(c) = T o satisface
interpretarea v(a) = T,v(b) = T,v(c) = T nu o satisface.

O formula poate fi:
tautologie (valids): adevdratd in toate interpretdrile
realizabild (en. satisfiable): adevaratd in cel putin o interpretare
contradictie (nerealizabild): nu e adevaratad in nicio interpretare
contingentd: adevarata in unele interpretari, falsd in altele

(nici tautologie, nici contradictie)



Tabelul de adevar

Tabelul de adevar prezinta valoarea de adevar a unei formule n
toate interpretarile posibile
2" interpretari daca formula are n propozitii

a|b|cl|a—(b—c) a|b|c|(a—b)—c
FIF|F T FIF|F F
FIF|T T FIF|T T
FIT|F T FI|T|F F
FIT|T T FIT|T T
T F|F T T|F|F T
T|F|T T TIF|T T
T|T|F F T|T|F F
T|T|T T T,/ T|T T

Doua formule sunt echivalente daca au acelasi tabel de adevar

Douad formula ¢ si ¢ sunt echivalente daca ¢ <> v e o tautologie



Algebra Booleana

Pe multimi, U, N si complementul formeaz3 o algebra booleana.
Tot o algebra booleand formeaza in logica si A, V si = :

Comutativitate: AV B=BV A AANB=BAA

Asociativitate: (AV B)V C = AV (BV C) si
(ANBYAC=AN(BAC)

Distributivitate: AV (BAC)=(AVB)A(AV C)si
AN(BVC)=(AANB)V(AACQC)

Identitate: existd doud valori (aici F si T) astfel ca:
AVFEF=A ANT=A

Complement. AV -A=T AN-A=F

Alte proprietati (pot fi deduse din cele de mai sus):
Idempotenta: ANA=A AVA=A

Absorbtie: AV (ANB)=A AN(AVB)=A
-AV(AANB)=-AVB simplifica formula!



Exemple de tautologii

aV —a ——a <> a

—(aVb) <» —aA-b

Regulile lui de Morgan ~(aAb) < —aV b

(a— b)A(ma—c) < (aAb)V(maAc)

a—(b—c) < (anb)—c

(p—=a)Ap = q (pP=aq)A—q — —p
pAG — p (V@) A-p — q
(p—q) = q

(p=q)AN(g—=r) = (p—r)



Reprezentarea formulelor boolene

E bine ca o reprezentare s3 fie:

canonicad (un obiect s3 fie reprezentat ntr-un singur fel)
avem egalitate daca si numai daca au aceeasi reprezentare

simpld si compacta (usor de implementat / stocat)

usor de prelucrat (algoritmi simpli / eficienti)

O astfel de reprezentare: diagrame de decizie binare (Bryant, 1986)



Descompunerea dupa o variabila

Fixand valoarea unei variabile intr-o formul3, aceasta se simplifica.
Fief=(avb)A(aV-c)A(—aV-bVec). D3m valori lui a:
flamr = TATA(=bVc)==-bVc  flamup = bA-cAT = bA—c

Descompunerea Boole (sau Shannon)

‘f:X/\ﬂX:T\/ —\X/\ﬂX:F‘

exprima o functie booleana f
n raport cu o variabila x

in program: if-then-else dupa variabila respectiva
fabec-= a b ll c b && c



Arbore de decizie binar

Continuand pentru subformule, obtinem un arbore de decizie:
dénd valori la variabile (a=T, b=F, ¢=T) si urmand ramurile
respective, obtinem valoarea functiei (T /F, sau 0/1)

flmr = TATA(=bVc)=-bVc flaeF = BA—cAT = bA—c

true

b c false
true

false

Fixand ordinea variabilelor, arborele e unic (canonic), dar ineficient:
2" combinatii posibile, ca tabelul de adevar (desi e mai compact)



De la arbore la diagrama de decizie

o d b g o

f(Xl,Xg,X3) = (—|X1 N Xo /\X3) V (X1 A —1Xo /\X3) V (X1 N Xo /\X3)
deex. f(T,F, T)=T,f(F, T,F)=F, etc.

noduri terminale: valoarea functiei (0 sau 1, adica F sau T)
noduri neterminale: variabile x; (de care depinde functia)
ramuri: low(nod) / high(nod) : atribuire F/T a variabilei din nod

Definim 3 reguli de transformare pentru o forma mai compacts,
diagrama de decizie binara.



Reducerea nr. 1: Comasarea nodurilor terminale

Pastram o singura copie pentru nodurile 0 si 1




Reducerea nr. 2: Comasarea nodurilor izomorfe

Daca low(ny) = low(ny) si high(ni) = high(nz), comasam ny si ny

dac3 au acelasi rezultat pe ramura fals, si acelasi rezultat
pe ramura adevarat, nodurile dau aceeasi valoare




Reducerea nr. 3: Eliminarea testelor inutile

Elimindm nodurile cu acelasi rezultat pe ramurile fals si adevarat




De la arbore la diagrama de decizie binara

— (0]

arbore de decizie binar diagram3 de decizie binard

Cele trei transformari sunt folosite pentru a defini o BDD.
In practica, vrem s3 evitam arborele de decizie, fiind prea mare.
Aplicam direct descompunerea functiei dupa o variabil3.



Cum construim practic o BDD

in practicd, NU pernim-deta—arberele-birarecomplet.
Construim o BDD direct recursiv, descompunind dupa o variabila.
/Q@\ f=x1iAflyy=TV X1 A fl=F
construim f|y,—7 si f|q=F

apoi comasam eventuale noduri

g =r =7 comune intre cele doud parti

BDD-urile sunt folosite Tn practic toate programele de proiectare
pentru circuite integrate

Pentru a verifica egalitatea a doua functii
se construiesc BDD-uri pentru cele doua functii
daca functiile sunt egale, se obtine aceeasi BDD
= se verificd direct si eficient egalitatea functiilor



Exemplu pentru construirea de BDD
f(Xl,XQ,X3) = (—\Xl A oA X3) V (X1 N —xo A X3) V (X1 A Xo A\ X3)
Alegem o variabild: x;. Calculdm fly,—f si f|q=7
Construim BDD pentru cele doua functii: direct, dacd sunt simple
(T, F, p, =p), altfel continudm recursiv, alegdnd o noud variabila:
fi = fla=F =x2 A X3 fla=T =x3
Ale=F =F  flo=T =3

0] 0] "
Ad3ugam nodul cu decizia dupa x» @

!

Ad3ugam @

decizia dupa xq
— 0]

Remarcam c3 diagrama cu x3 e comuna si pastram o singura copie




Forma normala conjunctivd (conjunctive normal form)

folositd pentru a determina dacad o formul3 e realizabild (poate fi T)

Def: Forma normald conjunctiva (av-bVv-d) clauzd
= conjunctie A de clauze A (—aV —b) clauzd
clauzd = disjunctie V de literali A(—aVcVd)
literal = propozitie sau negatia ei A(—aV bVec) clauzi
(p sau —p)

Similar: forma normal3 disjunctivd (disjunctie de conjunctii)

Transformarea in forma normala conjunctivd

1) ducem (repetat) negatia induntru regulile lui de Morgan
-(AVB)=-AAN-B -(AANB)=-AV-B

2) ducem (repetat) disjunctia Tnduntru distributivitate
(AANB)vVC=(AvVC)A(BV Q)



Exemplu: forma normala conjunctiva

Lucram din exterior — evitam munca inutila
1) ducem negatiile induntru pand la propozitii r. de Morgan
dubla negatie dispare —-—A=A
inlocuim implicatiile dinspre exterior cand ajungem la ele
p—q=-pVgq “(p—q)=pA—q

2) ducem disjunctia A Tnduntrul conjunctiei A distributivitate

~((rv=lp—=(gnn))V(pAq))
(rv=(p—=(gAr)) A =(pAa)
= rA(p—=(qAr)) A (=pV—q)
= rA(=pV(gAr)) A (=pV—q)
= rA(=pV g A(=pVr) A (mpVq)



Exemplu 2: forma normala conjunctiva

Il
T
L L
<<
4 ]
o o
\_/\_/\_/>

Transformarea poate creste exponential dimensiunea formulei:
(anbAc)V(pAgAT)

=@V (pAgAr)A(bV(pPAGAT)A(cV(PAGAT))

=(avp)A(avg)A(avVr)AN(bVp)A(bVg)A(bVr)

AN(eVvp)A(cVag)A(cVr)

In practica, se introduc propozitii auxiliare = creste doar liniar



