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Recursivitate: calculul expresiilor

Expresiile pot fi definite recursiv, cu diagrame de sintaxa sau gramatici
expresie .= termen | expresie + expresie | expresie - expresie

termen ::= identificator | numar

— simboluri neterminale: definite Tn functie de altele, prin reguli
—simboluri terminale: ex. +, numar

Dorim:

— Sa recunoastem 1Tn intrare o secventa care corespunde tiparului dat
de gramatica

— sa calculam valoarea expresiei

Idee de prelcrare:

— cate o functie (cu recursivitate (in)directa) pentru fiecare neterminal
— consuma din intrare terminale, sau apeleaza functii pt. neterminale
dupa structura gramaticii, si returneaza o valoare (pt. expresie)
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Structura recursiva a expresiilor

Problema: gramatica data e ambigua: fie b - 4 + 2.

Consideram ca expr + expr 5-4 + 2 sau expr - expr 5-4 + 27
= rescriem gramatica pentru a explicita asociativitatea la stanga:
expresie ::= termen | expresie + termen | expresie - termen

— fiecare expresie admite acum o0 unica derivare din gramatica

Problema: Tn prelucrarea expresiei, dorim sa stim citind un singur sim-
bol din intrare pe care din ramuri (termen, 4, -) sa o alegem.

Dar orice dezvoltare de expresie Tncepe pana la urma tot cu un termen!
=rescriem gramatica, factorizand si eliminand recursivitatea la stanga
expresie .= termen rest-expr

rest-expr ::= e | + termen rest-expr | - termen rest-expr
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Expresii prefix si postfix

Operatorii sunt de fapt un caz particular de functii, cu scriere infix.
= putem rescrie 5 - 4 + 2 ca fiind plus(minus(5,4),2)

In scrierea functiilor, parantezele si virgulele sunt doar o conventie;
nu sunt necesare daca stim cate argumente are fiecare functie
—=obtinem scrierea prefix a unei expresii: + - 5 4 2

Obtinem formatul postfix scriind fiecare functie (operator) dupa argu-
mentele sale: 5 4 - 2 +
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Metode de proiectare a algoritmilor

Metoda Greedy
— pentru probleme de optimizare

— alegerea optimului local Th scopul de a obtine un optim global
(nu e valabila universal; uneori, e doar o euristica)
Exemple: arborele minim de cuprindere Tntr-un graf

Cautarea cu revenire

— cand nu se poate determina sigur pasul care conduce la succes
— e necesara o cautare exhaustiva Tn spatiul starilor

— cautare recursiva (In adancime), cu revenire Tn caz de esec
Tehnica divizarii

— rezolvarea unei probleme prin descompunerea Tn probleme mai mici
— tipic: structura recursiva (exemplu: quicksort)
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Exemplu: Tnmultirea a N matrici

Fie matricile Am n (m linii, n coloane) si By, (n linii, p coloane).
Pentru a calcula produsul avem nevoie de m - n - p Tnmultiri
for (i = 0; 1 < m; ++i)
for (k = 0; k < p; ++k) {
c[il [k] = 0;
for (j = 0; j < n; ++j)
clil [k] += alil[jI*b[j] [k];
+
Inmultirea matricilor e asociativd = pentru N matrici Ag-Aq-...-An_1
produsele individuale pot fi calculate Tn diverse ordini
ex. pt. A10,100, B100,5: C5,50:
(AB)C: 10-100-5+4+10-5-50 = 5000 4 2500 = 7500 Tnmultiri
A(BC): 100-5-50+4 10-100-50 = 25000 + 50000 = 75000 Tnmultiri

Problema: Care e ordinea calculelor pt. numar minim de Tnmultiri 7
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T AmUItirea a N matrici: gruparea cu paranteze

Subproblema: Care e numarul P(n) de grupari posibile de paranteze 7
Solutie: relatie recursiva: pe ce pozitie 1 < k < n—1 e ultima Tnmultire?
P(1) = 1; P(n) = $j21 P(j) - P(n — J)

Solutia: numerele lui Catalan, P(n) = C(n—1), C(n) =C3 /(n+1)
(exponential Tn n, dar merita calculat optimul, n fiind relativ mic)

= nr.minim de Tnmultiri in A;-...- A e (cu separare Tnainte de A;):
m;; = 0, myp = mini<j§k m; j—1 + m; k + dzd]dk (Az e matrice d; X di—|—1)

= calculul se poate face completand tabloul global double m[N] [N];
si tabloul int p[N] [N]; cu pozitia la care se face ultima Tnmultire
for (¢ = 1; ¢ < n; ++c) /* succesiv pt. subgir de c+1 matrici */
for (i =0, k = c; k < n; ++i, ++k) /* matricile de la i la k */
m[i] [k] = DBL_MAX; /* valoare maximd, se modificad sigur */
for (j =k; j > 1i; ) { /* pt. toate pozitiile intermediare */
double v = d[il*d[jl*d[k]+m[j] [k]; v+=m[i] [--j];
if (v < m[il[k]) { m[il[k] = v; plillk] = j; }
+
}
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Programarea dinamica - generalitati

Denumirea: “programare’ se refera la gasirea formulei si la procedura
de calcul prin completarea unui tablou

Folosita la probleme care pot fi descompuse Tn subprobleme, dar:
— divide and conquer: subproblemele generate sunt disjuncte;

la fiecare pas, alegem o singura descompunere

— programare dinamica: la fiecare pas, > 1 descompuneri posibile

Domeniu de aplicatie: Tn special probleme de optimizare
— CU proprietatea de descompunere optimala optimal substructure
(solutia optima a problemei contine solutii optime la subprobleme)

— de regula un tablou pentru cost 4+ unul pentru a retine solutiile
— consumul de memorie: adesea semnificativ (patratic sau mai mult)
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rogramare dinamica Si recursivitate

Una din sarcinile de rezolvat: Tn ce ordine se rezolva subproblemele
(se completeaza elementele tabelului) 7

Adesea: ordine naturala (ex. de la indici mici) = program usor de scris
Dar, nu Tntotdeauna e evident = abordarea recursiva e mai naturala

Calculul combinarilor: Cffb = C,,"j_l + ijj pt. 0 <k <nm, Cg =C;} =1.

int comb(int n, int k)
{ return k==0||k==n ? 1 : comb(n,k-1)+comb(n-1,k-1); }

solutie recursiva ineficienta (exponentiala), recalculeaza inutil valorile
fata de solutia care completeaza pe rand tabelul pt. n crescator

for (n = 0; n <= N; ++n) {

Cln]l[n] = CInl[0] = 1;

for (k = 1; k < n; ++k) C[n][k] = C[n-1][k-1] + C[n-1][k];
} /* ar trebui pastrate de fapt doar 2 randuri consecutive */
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Tehnica de memoizare

#define N 10
int C[N+1] [N+1]; /* implicit zero */
int comb(int n, int k)
{
return C[n] [k] ? Cln] [k]
(C[n] [k] = k==0||k==n ? 1 : comb(n,k-1)+comb(n-1,k-1));
}

Solutie cu structura recursiva, dar cu memorarea valorilor calculate
= daca valoarea a fost calculata, o returneaza;
daca nu, o calculeaza recursiv Si 0 memoreaza Thainte de a o returna

— Calculul recursiv cu memoizare: mai natural de scris; mai eficient
daca pentru rezultatul cerut nu trebuie rezolvate toate subproblemele
— Calculul de jos Tn sus: cod mai eficient (fara apeluri de functii),

dar rezolva exhaustiv toate subproblemele (chiar nenecesare)
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Problema: Arbore binar de cautare optim

O multime de chei trebuie aranjate Tntr-un arbore binar de cautare
(cheile din subarborele stang < cheia din nod < cheile din s. drept)
Fiecare cheie are o probabilitate de aparitie. (tablou double p[N];)
Care e arborele binar cu nr. minim (probabilistic) de pasi de cautare 7

Fie c;; costul minim pentru arborele cu cheile 7.k, Si r;;. radacina sa:
Cif, = Z?:ipj + min;<;i<k(cij—1+ ¢j41.k) ¢ = piyr ¢ii—1 = 0 (arb. vid)
(suma Zg‘?:ipj pt. ca fiecare nod e cu 1 mai jos decat Tn subprobleme)

Completarea tabloului: Tn ordine crescatoare a diferentei k—¢ (numarul
de noduri), Tn paralel cu tabloul r;, pentru radacina arborelui
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Problema rucsacului pentru Tntregi

Se dau N (tipuri de) obiecte cu dimensiuni s; si valori v; Tntregi.
Care e valoarea maxima a unor obiecte de dimensiune totala data D 7

Problema rucsacului are multe variante !
Daca se permit fragmente de obiecte, problema are solutie greedy.
Daca dimensiunile sunt reale, problema e NP-completa (exponentiald).

Varianta 1: numar nelimitat de obiecte de fiecare tip

for (d = 1; d <= D; ++d) /* succesiv pt. dimensiuni crescdtoare */
for (c[d] =1 =0; i < n; ++i) /* incearcd fiecare obiect i */
if (s[i] <= d && (m = c[d-s[il] + v[i]) > c[i]) cl[i] = m;

Varianta 2: obiecte unice; c[d] [i]: cost max. pt. dim. d, obiecte O..i

for (d = 1; d <= D; ++d) /* succesiv pt. dimensiuni crescdtoare */
for (i = 0; i < n; ++1i) /* Incearcd includerea obiectului i */
c[d] [i] = s[il<=d ? max(c[d][i-1], cl[d-s[il][i-11+v[i]) : cldl[i-1];
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Problema: cea mai lunga subsecventa comuna a doua Siruri

Fiind dat un sir z1zo...zm, O Subsecventa e un sir z1z2o...z; pt.care
exista sirul de indici 11 < ... <13 a.T. Zj = T, 0 <3 < k. Gasiti cea mai
lunga subsecventa comuna a sirurilor x1xzo...xm SI Y1y2...Yn.

— daca xzm=1vyn, S€ adauga la secventa comuna a capetelor ramase
— altfel: maximul dupa eliminarea ultimului element din cate un sir

int 1[M+1] [N+1], d[M+1][N+1]; // '= 0: girul scurtat; == 0: ambele

for (i = 0; i <= M; ++i) 1[i][0] = O;

for (j = 1; j <= N; ++j) 1[0][j] = O;

for (i = 1; 1 <= M; ++i)

for (j = 1; j <= N; ++j)

if (x[i] == y[j1) { 1[i]1[j] = 1 + 1[i-1,j-1]; d[il[j] = O; }
else if (1[i-11[j1>1[i]l(j-11) { 1[il[j1=1[i-11L;]; dlil[jl=1; }
else { 1[i][j] = 1[il[j-11; 4lil[j]l = 2; }
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Problema: distanta minima de editare Tntre doua siruri

Se dau doua siruri de lungimi m Si n. Sa se determine costul minim al
operatiilor de editare necesare pentru a transforma un sSir Tn celalalt,
prin adaugarea / stergerea / schimbarea unui caracter.

(Obs: schimbarea are sens daca costul < adaugare + stergere)

— daca ultimele caractere sunt egale, transformam restul sirurilor;
— altfel, minimul celor 3 modificari posibile ale ultimelor caractere

int c[M+1] [N+1]; // costul pt. primele i din x -> primele j din y
for (i = 0; 1 <= M; ++i) c[i]l[0] = i * C_DELETE;
for (j = 1; j <= N; ++j) c[0][j] = j * C_INSERT;
for (i = 1; 1 <= M; ++i)
for (j = 1; j <= N; ++j)
if (x[i] == y[jl) clil[j] = cli-11[j-1]1;
else c[i]l[j] = min3(c[i-1] [j1+C_DELETE, c[i][j-1]+C_INSERT,
c[i-1] [j-1]+C_CHANGE) ;
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Problema: triangularea optima a unui poligon

Sa se imparta un poligon convex Tn triunghiuri, prin coarde de lungime
totala minima. Mai general: cu minimizarea unei functii de cost w(A)

Fie varfurile consecutive v;,...,vy cu 0 <i <k <n siv; (1 <j<k)
varful care formeaza triunghi cu latura v;vg, Si ¢c;. costul de triangulare.
Atunci: Cik — mini<]—<k(w(i,j, k}—l—cm—l—c]k), Ci,i—l—l — 0. Cautam CO,n—1-

double c[N][N]; unsigned v[N][N];
for (1 = 2; 1 < N; ++1) /¥ 1 ==k - i %/
for (k =N-1,1i=k-1; i > 0; --k, —-i) {
c[i] [k] = DBL_MAX;
for (j = k; —=j > 1i; ) {
double m = w(i,j,k) + cl[il[j] + c[j][k];
if (m < c[il[k]) { clillk] = m; v[il[k] = j; }
} /* v[i]l [j] tine minte solutia */
+
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