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Recursivitate: calculul expresiilor

Expresiile pot fi definite recursiv, cu diagrame de sintaxǎ sau gramatici

expresie ::= termen | expresie + expresie | expresie - expresie

termen ::= identificator | numar

– simboluri neterminale: definite ı̂n funcţie de altele, prin reguli

–simboluri terminale: ex. +, numar

Dorim:

– sǎ recunoaştem ı̂n intrare o secvenţǎ care corespunde tiparului dat

de gramaticǎ

– sǎ calculǎm valoarea expresiei

Idee de prelcrare:

– câte o funcţie (cu recursivitate (in)directǎ) pentru fiecare neterminal

– consumǎ din intrare terminale, sau apeleazǎ functii pt. neterminale

dupǎ structura gramaticii, şi returneazǎ o valoare (pt. expresie)
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Structura recursivǎ a expresiilor

Problemǎ: gramatica datǎ e ambiguǎ: fie 5 - 4 + 2.

Considerǎm ca expr + expr 5-4 + 2 sau expr - expr 5-4 + 2 ?

⇒ rescriem gramatica pentru a explicita asociativitatea la stânga:

expresie ::= termen | expresie + termen | expresie - termen

– fiecare expresie admite acum o unicǎ derivare din gramaticǎ

Problemǎ: ı̂n prelucrarea expresiei, dorim sǎ ştim citind un singur sim-

bol din intrare pe care din ramuri (termen, +, -) sǎ o alegem.

Dar orice dezvoltare de expresie ı̂ncepe pâna la urmǎ tot cu un termen!

⇒rescriem gramatica, factorizând şi eliminând recursivitatea la stânga

expresie ::= termen rest-expr

rest-expr ::= ε | + termen rest-expr | - termen rest-expr
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Expresii prefix si postfix

Operatorii sunt de fapt un caz particular de funcţii, cu scriere infix.

⇒ putem rescrie 5 - 4 + 2 ca fiind plus(minus(5,4),2)

In scrierea funcţiilor, parantezele si virgulele sunt doar o convenţie;

nu sunt necesare dacǎ ştim câte argumente are fiecare funcţie

⇒obţinem scrierea prefix a unei expresii: + - 5 4 2

Obţinem formatul postfix scriind fiecare funcţie (operator) dupǎ argu-

mentele sale: 5 4 - 2 +
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Metode de proiectare a algoritmilor

Metoda Greedy

– pentru probleme de optimizare

– alegerea optimului local ı̂n scopul de a obţine un optim global

(nu e valabilǎ universal; uneori, e doar o euristicǎ)

Exemple: arborele minim de cuprindere ı̂ntr-un graf

Cǎutarea cu revenire

– când nu se poate determina sigur pasul care conduce la succes

– e necesarǎ o cǎutare exhaustivǎ ı̂n spaţiul stǎrilor

– cǎutare recursivǎ (̂ın adâncime), cu revenire ı̂n caz de eşec

Tehnica divizǎrii

– rezolvarea unei probleme prin descompunerea ı̂n probleme mai mici

– tipic: structurǎ recursivǎ (exemplu: quicksort)
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Exemplu: ı̂nmulţirea a N matrici

Fie matricile Am,n (m linii, n coloane) şi Bn,p (n linii, p coloane).

Pentru a calcula produsul avem nevoie de m · n · p ı̂nmulţiri

for (i = 0; i < m; ++i)

for (k = 0; k < p; ++k) {

c[i][k] = 0;

for (j = 0; j < n; ++j)

c[i][k] += a[i][j]*b[j][k];

}

Înmulţirea matricilor e asociativǎ ⇒ pentru N matrici A0 ·A1 · . . . ·AN−1

produsele individuale pot fi calculate ı̂n diverse ordini

ex. pt. A10,100, B100,5, C5,50:

(AB)C: 10 · 100 · 5 + 10 · 5 · 50 = 5000 + 2500 = 7500 ı̂nmulţiri

A(BC): 100 · 5 · 50 + 10 · 100 · 50 = 25000 + 50000 = 75000 ı̂nmulţiri

Problemǎ: Care e ordinea calculelor pt. numǎr minim de ı̂nmulţiri ?
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Înmulţirea a N matrici: gruparea cu paranteze

Subproblemǎ: Care e numǎrul P (n) de grupǎri posibile de paranteze ?
Soluţie: relaţie recursivǎ: pe ce poziţie 1 ≤ k ≤ n−1 e ultima ı̂nmulţire?

P (1) = 1; P (n) =
∑n−1

j=1 P (j) · P (n− j)
Soluţia: numerele lui Catalan, P (n) = C(n−1), C(n) = Cn

2n/(n+1)
(exponenţial ı̂n n, dar meritǎ calculat optimul, n fiind relativ mic)

⇒ nr.minim de ı̂nmulţiri ı̂n Ai · . . . ·Ak e (cu separare ı̂nainte de Aj):
mii = 0, mik = mini<j≤k mi,j−1 + mj,k + didjdk (Ai e matrice di× di+1)

⇒ calculul se poate face completând tabloul global double m[N][N];

şi tabloul int p[N][N]; cu poziţia la care se face ultima ı̂nmulţire
for (c = 1; c < n; ++c) /* succesiv pt. subşir de c+1 matrici */

for (i = 0, k = c; k < n; ++i, ++k) /* matricile de la i la k */

m[i][k] = DBL_MAX; /* valoare maximǎ, se modificǎ sigur */

for (j = k; j > i; ) { /* pt. toate poziţiile intermediare */

double v = d[i]*d[j]*d[k]+m[j][k]; v+=m[i][--j];

if (v < m[i][k]) { m[i][k] = v; p[i][k] = j; }

}

}
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Programarea dinamicǎ - generalitǎţi

Denumirea: “programare” se referǎ la gǎsirea formulei şi la procedura

de calcul prin completarea unui tablou

Folositǎ la probleme care pot fi descompuse ı̂n subprobleme, dar:

– divide and conquer: subproblemele generate sunt disjuncte;

la fiecare pas, alegem o singurǎ descompunere

– programare dinamicǎ: la fiecare pas, > 1 descompuneri posibile

Domeniu de aplicaţie: ı̂n special probleme de optimizare

– cu proprietatea de descompunere optimalǎ optimal substructure

(soluţia optimǎ a problemei conţine soluţii optime la subprobleme)

– de regulǎ un tablou pentru cost + unul pentru a reţine soluţiile

– consumul de memorie: adesea semnificativ (pǎtratic sau mai mult)
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Programare dinamicǎ şi recursivitate

Una din sarcinile de rezolvat: ı̂n ce ordine se rezolvǎ subproblemele

(se completeazǎ elementele tabelului) ?

Adesea: ordine naturalǎ (ex. de la indici mici) ⇒ program uşor de scris

Dar, nu ı̂ntotdeauna e evident ⇒ abordarea recursivǎ e mai naturalǎ

Calculul combinǎrilor: Ck
n = Ck

n−1 + Ck−1
n−1 pt. 0 < k < n, C0

n = Cn
n = 1.

int comb(int n, int k)

{ return k==0||k==n ? 1 : comb(n,k-1)+comb(n-1,k-1); }

solutie recursivǎ ineficientǎ (exponenţialǎ), recalculeazǎ inutil valorile

faţǎ de soluţia care completeazǎ pe rând tabelul pt. n crescǎtor

for (n = 0; n <= N; ++n) {

C[n][n] = C[n][0] = 1;

for (k = 1; k < n; ++k) C[n][k] = C[n-1][k-1] + C[n-1][k];

} /* ar trebui pǎstrate de fapt doar 2 rânduri consecutive */
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Tehnica de memoizare

#define N 10

int C[N+1][N+1]; /* implicit zero */

int comb(int n, int k)

{

return C[n][k] ? C[n][k] :

(C[n][k] = k==0||k==n ? 1 : comb(n,k-1)+comb(n-1,k-1));

}

Soluţie cu structurǎ recursivǎ, dar cu memorarea valorilor calculate

⇒ dacǎ valoarea a fost calculatǎ, o returneazǎ;

dacǎ nu, o calculeazǎ recursiv şi o memoreazǎ ı̂nainte de a o returna

– Calculul recursiv cu memoizare: mai natural de scris; mai eficient

dacǎ pentru rezultatul cerut nu trebuie rezolvate toate subproblemele

– Calculul de jos ı̂n sus: cod mai eficient (fǎrǎ apeluri de funcţii),

dar rezolvǎ exhaustiv toate subproblemele (chiar nenecesare)
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Problemǎ: Arbore binar de cǎutare optim

O mulţime de chei trebuie aranjate ı̂ntr-un arbore binar de cǎutare

(cheile din subarborele stâng < cheia din nod < cheile din s. drept)

Fiecare cheie are o probabilitate de apariţie. (tablou double p[N];)

Care e arborele binar cu nr. minim (probabilistic) de paşi de cǎutare ?

Fie cik costul minim pentru arborele cu cheile i..k, şi rik rǎdǎcina sa:

cik =
∑k

j=i pj + mini≤j≤k(ci,j−1 + cj+1,k), cii = pi, ci,i−1 = 0 (arb. vid)

(suma
∑k

j=i pj pt. cǎ fiecare nod e cu 1 mai jos decât ı̂n subprobleme)

Completarea tabloului: ı̂n ordine crescǎtoare a diferenţei k− i (numǎrul

de noduri), ı̂n paralel cu tabloul rik pentru rǎdǎcina arborelui
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Problema rucsacului pentru ı̂ntregi

Se dau N (tipuri de) obiecte cu dimensiuni si şi valori vi ı̂ntregi.

Care e valoarea maximǎ a unor obiecte de dimensiune totalǎ datǎ D ?

Problema rucsacului are multe variante !

Dacǎ se permit fragmente de obiecte, problema are soluţie greedy.

Dacǎ dimensiunile sunt reale, problema e NP-completǎ (exponenţialǎ).

Varianta 1: numǎr nelimitat de obiecte de fiecare tip

for (d = 1; d <= D; ++d) /* succesiv pt. dimensiuni crescǎtoare */

for (c[d] = i = 0; i < n; ++i) /* ı̂ncearcǎ fiecare obiect i */

if (s[i] <= d && (m = c[d-s[i]] + v[i]) > c[i]) c[i] = m;

Varianta 2: obiecte unice; c[d][i]: cost max. pt. dim. d, obiecte 0..i

for (d = 1; d <= D; ++d) /* succesiv pt. dimensiuni crescǎtoare */

for (i = 0; i < n; ++i) /* ı̂ncearcǎ includerea obiectului i */

c[d][i] = s[i]<=d ? max(c[d][i-1], c[d-s[i]][i-1]+v[i]) : c[d][i-1];
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Problemǎ: cea mai lungǎ subsecvenţǎ comunǎ a douǎ şiruri

Fiind dat un şir x1x2 . . . xm, o subsecvenţǎ e un şir z1z2 . . . zk pt. care

existǎ şirul de indici i1 < . . . < ik a.̂ı. zj = xij, 0 ≤ j < k. Gǎsiţi cea mai

lungǎ subsecvenţǎ comunǎ a şirurilor x1x2 . . . xm şi y1y2 . . . yn.

– dacǎ xm=yn, se adaugǎ la secvenţa comunǎ a capetelor rǎmase

– altfel: maximul dupǎ eliminarea ultimului element din câte un şir

int l[M+1][N+1], d[M+1][N+1]; // != 0: şirul scurtat; == 0: ambele

for (i = 0; i <= M; ++i) l[i][0] = 0;

for (j = 1; j <= N; ++j) l[0][j] = 0;

for (i = 1; i <= M; ++i)

for (j = 1; j <= N; ++j)

if (x[i] == y[j]) { l[i][j] = 1 + l[i-1,j-1]; d[i][j] = 0; }

else if (l[i-1][j]>l[i][j-1]) { l[i][j]=l[i-1][j]; d[i][j]=1; }

else { l[i][j] = l[i][j-1]; d[i][j] = 2; }
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Problemǎ: distanţa minimǎ de editare ı̂ntre douǎ şiruri

Se dau douǎ şiruri de lungimi m şi n. Sǎ se determine costul minim al

operaţiilor de editare necesare pentru a transforma un şir ı̂n celǎlalt,

prin adǎugarea / ştergerea / schimbarea unui caracter.

(Obs: schimbarea are sens dacǎ costul < adǎugare + ştergere)

– dacǎ ultimele caractere sunt egale, transformǎm restul şirurilor;

– altfel, minimul celor 3 modificǎri posibile ale ultimelor caractere

int c[M+1][N+1]; // costul pt. primele i din x -> primele j din y

for (i = 0; i <= M; ++i) c[i][0] = i * C_DELETE;

for (j = 1; j <= N; ++j) c[0][j] = j * C_INSERT;

for (i = 1; i <= M; ++i)

for (j = 1; j <= N; ++j)

if (x[i] == y[j]) c[i][j] = c[i-1][j-1];

else c[i][j] = min3(c[i-1][j]+C_DELETE, c[i][j-1]+C_INSERT,

c[i-1][j-1]+C_CHANGE);
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Problemǎ: triangularea optimǎ a unui poligon

Sǎ se ı̂mpartǎ un poligon convex ı̂n triunghiuri, prin coarde de lungime

totalǎ minimǎ. Mai general: cu minimizarea unei funcţii de cost w(∆)

Fie vârfurile consecutive vi, . . . , vk cu 0 ≤ i < k < n şi vj (i < j < k)

vârful care formeazǎ triunghi cu latura vivk, şi cik costul de triangulare.

Atunci: cik = mini<j<k(w(i, j, k)+cij +cjk), ci,i+1 = 0. Cǎutǎm c0,n−1.

double c[N][N]; unsigned v[N][N];

for (l = 2; l < N; ++l) /* l == k - i */

for (k = N - 1, i = k - l; i >= 0; --k, --i) {

c[i][k] = DBL_MAX;

for (j = k; --j > i; ) {

double m = w(i,j,k) + c[i][j] + c[j][k];

if (m < c[i][k]) { c[i][k] = m; v[i][k] = j; }

} /* v[i][j] ţine minte soluţia */

}
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