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Recursivitate 2

Recursivitatea: Noţiuni fundamentale

Recursivitatea e un concept fundamental ı̂n matematicǎ şi informaticǎ.

Un obiect (o noţiune) e recursiv(ǎ) dacǎ e folosit ı̂n propria sa definiţie.

Exemplu din matematicǎ: şiruri recurente

– progresie aritmeticǎ: x0 = a, xn = xn−1 + p, pentru n > 0

– şirul lui Fibonacci: F0 = 1, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2 pentru n > 1.

E ı̂nruditǎ cu iteraţia: ambele implicǎ repetiţie, dar ı̂n mod diferit:

Ex.: descrierea unui obiect compus (un şir)

– iterativ: un şir e un obiect, urmat de alt obiect, urmat ... (repetiţie)

– recursiv: un şir e un obiect, sau un obiect urmat de un şir

(noţiunea definitǎ (şir) apare din nou ı̂n corpul definiţiei)
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Recursivitate 3
Exemplu: funcţia factorial

Matematic:

n! =

{
1 pt. n = 0
n · (n− 1)! pt. n > 0

unsigned fact(unsigned n)

{

if (n == 0) return 1;

else return n * fact(n-1);

}

unsigned fact_nonrec(unsigned n)

{

int p = 1;

while (n > 0) {

p = p * n;

n = n - 1;

}

return p;

}

sau: unsigned fact(unsigned n) { return n ? n * fact(n-1) : 1; }

⇒ transcriere practic directǎ din formularea matematicǎ

valoarea factorialului se acumuleazǎ automat ı̂n expresia returnatǎ

(̂ın varianta nerecursivǎ, e necesarǎ o variabilǎ suplimentarǎ p)

Obs.: am ales unsigned n; pentru int trebuie tratat cazul < 0

Întrebare: pentru ce valoare n! depǎşeşte cel mai mare unsigned ?
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Recursivitate şi inducţie

O definiţie recursivǎ trebuie sǎ fie bine formatǎ

– o noţiune nu se poate defini doar ı̂n funcţie de sine ı̂nsuşi (x = x)

– o definiţie recursivǎ se poate folosi numai de noţiuni deja definite

NU: xn = xn+1 − 1, pentru n ≥ 0 (xn+1 nu e ı̂ncǎ definit)

⇒ orice şir de apeluri de funcţii recursive trebuie sǎ se opreascǎ

(nu va genera un calcul infinit)

În general, distingem (asemǎnǎtor ca şi la inducţia matematicǎ)

– un caz de bazǎ (pentru care noţiunea e definitǎ direct) (ex. a0 = 1)

– un pas inductiv (recursivitatea propriu-zisǎ) (ex. an+1 = an ∗ a)

(noţiunea e definitǎ folosind aceeaşi noţiune, dar pe un caz mai simplu)

Cum ne asigurǎm de oprirea recursivitǎţii (la cazul de bazǎ)?

– dacǎ avem un indice explicit (ex. la şiruri):

când definiţia pentru n + 1 se foloseşte doar de valorile pt. indici ≤ n.

– sau cu altǎ valoare care scade pânǎ ajunge la 0 ı̂n cazul de bazǎ

Utilizarea şi programarea calculatoarelor. Curs 15 Marius Minea



Recursivitate 5

Recursivitatea ı̂n limbajul C

– funcţii recursive: care se apeleazǎ pe sine ı̂nsuşi (ex. factorial)

– sau indirect recursive:

Ex: pentru o expresie aritmeticǎ putem defini urmǎtoarea gramaticǎ

expresie ::= termen | expresie + termen | expresie - termen

termen ::= factor | termen * factor | termen / factor

factor ::= numǎr | ( expresie )

implementǎm expresie, termen, factor cu câte o funcţie:

e apeleazǎ pe t, t apeleazǎ pe f, iar f pe e

– tipuri de date recursive (tip structurǎ cu câmp pointer la acel tip,

de exemplu pentru liste ı̂nlǎnţuite)

typedef struct l {

int info; /* sau mai multe câmpuri cu diverse date */

struct l *next; /* pointer la acelaşi tip */

} list_t; /* definim list_t ca nume de tip pentru struct l */
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Recursivitate şi iteraţie

Recursivitatea şi iteraţia sunt noţiuni strâns legate.

Semantica unui ciclu (cu test iniţial) poate fi definitǎ recursiv:

while ( cond )

instrucţiune;

if ( cond ) {

instrucţiune;

while ( cond )

instrucţiune;

}

Orice program recursiv poate fi transformat mecanic ı̂ntr-unul iterativ:

– ı̂n cel recursiv, stiva pentru apelurile de funcţie şi variabilele locale e

gestionatǎ explicit de compilator

– ı̂n cel iterativ, poate fi necesar sǎ folosim explicit o stivǎ (sau doar

sǎ modificǎm variabilele ı̂n ciclu, similar ca ı̂n apelul recursiv)

– ı̂n general, codul scris folosind doar iteraţia e mai eficient

– dar o soluţia recursivǎ e adesea cea mai simplǎ, elegantǎ şi naturalǎ
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Exemplu: şirul Fibonacci

unsigned fib(unsigned n) {

if (n <= 1) return 1;

else return fib(n-1)+fib(n-2);

}

unsigned fib_smart(unsigned n) {

unsigned f2 = 1, f1 = 1, f;

if (n <= 1) return 1;

while (--n) { f = f1 + f2;

f2 = f1; f1 = f;

}

return f;

}

unsigned fib_nonrec(unsigned n)

{

int i, *f, res;

if (n <= 1) return 1;

f = malloc(n * sizeof(int));

f[1] = f[0] = 1;

for (i = 2; i < n; i++)

f[i] = f[i-1] + f[i-2];

res = f[n-1] + f[n-2];

free(f);

return res;

}
Atenţie ! Traducerea directǎ a formulei rezultǎ ı̂n apeluri redundante !

(se apeleazǎ din nou fib(n-2) şi ı̂n fib(n-1), etc.)

⇒ nr. de apeluri (câte pt. fib(5)?) e exponenţial ı̂n n (f. ineficient)
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Recursivitate: evitarea redundanţei

– prin memorarea valorilor intermediare necesare

– calcul ordonat ca rezultatele intermediare sǎ fie disponibile

când sunt necesare (rezolvare de jos ı̂n sus, fib nonrec)

– calculul valorilor dupǎ cum devin necesare (de sus ı̂n jos)

#define MAX 45

unsigned f[MAX] = {1, 1}; /* restul zero */

unsigned fib_memo(unsigned n) /* doar pt. n < MAX */

{

if (f[n]) return f[n]; /* nenul -> deja calculat */

else return f[n] = fib_memo(n-1) + fib_memo(n-2);

/* memorǎm ı̂n f[n] ı̂nainte de a returna valoarea */

}

Câte apeluri se efectueazǎ pentru fib memo(5) ?
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Economisirea de apeluri pt. cazul terminal

Adesea, cazul de bazǎ e f. simplu (ex. test şi returnarea unei valori).

In comparaţie, costul unui apel de funcţie poate fi semnificativ.

⇒ Putem trata cazul de bazǎ fǎrǎ a mai face un apel suplimentar.

#define MAX 45

unsigned f[MAX+1] = {1, 1}; /* restul zero */

unsigned fib_r(unsigned n) /* pentru n >= 2 */

{

return f[n]=(f[n-1]?f[n-1]:fib_r(n-1))+(f[n-2]?f[n-2]:fib_r(n-2));

/* testǎm f[k] pt. a decide dacǎ sǎ apelǎm recursiv sau nu */

}

unsigned fib_main(unsigned n) /* se apeleazǎ de utilizator */

{

if (n <= 1) return 1;

else if (n > MAX) return UINT_MAX; /* prea mare */

else return fib_r(n);

}
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Exemplu: afişarea şi citirea unui şir

Un şir privit recursiv: şir vid sau caracter urmat de un şir.

void puts(char *s)

{

if (*s) { putchar(*s); puts(s+1); } /* un caracter + restul */

else putchar (’\n’); /* terminǎm afişarea cu linie nouǎ */

}

Citirea unei linii de text ı̂ntr-o zonǎ de memorie alocatǎ dinamic

char *getline(int n) { /* apelǎm iniţial cu getline(0) */

char c, *s;

if ((c = getchar()) == ’\n’) {

if (!(s = malloc(n+2))) return NULL;

s[n+1] = ’\0’;

} else s = getline(n+1);

if (s) s[n] = c;

return s;

}

Utilizarea şi programarea calculatoarelor. Curs 15 Marius Minea



Recursivitate 11
Exemplu: inversarea unui şir

Inversare recursivǎ: invers(caracter + rest) = invers(rest) + caracter.

(pasul de prelucrare e dupǎ apelul recursiv); invers(şir vid) = şir vid;

void putrev(char *s)

{

if (*s) { putrev(s+1); putrev(*s); } /* else nimic */

} /* tipǎrim \n separat dupǎ apel */

Obs: apelǎm cu s+1, dar pǎstrǎm s nemodificat ı̂n funcţie, NU s++ !

Citirea unei linii de text şi afişare ı̂n ordine inversǎ:

void readrev(void) {

char c; /* câte o variabilǎ distinctǎ pentru fiecare apel */

if ((c = getchar()) != ’\n’) readrev(); /* continuǎ */

putchar(c); /* la revenire, tipǎreşte caracterul memorat */

}

Obs: avem o instanţǎ diferitǎ a lui c (caracterul curent) la fiecare apel!
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Exemplu: minimul dintr-un tablou

Ideea: reducerea la aceeaşi problemǎ cu elemente mai puţine (cu unul)

Caz de bazǎ: minimul unui tablou de un element e acel element Re-

cursiv: minimul dintre primul element şi minimul celor urmǎtoare

double min_rec(double tab[], unsigned len)

{

if (len == 1) return *tab; /* unicul element */

else {

double min1 = min_rec(tab + 1, len - 1);

return *tab < min1 ? *tab : min1;

}

}
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Exemplu: scrierea unui numǎr ı̂n baza 10

Cazul de baza: n < 10, are o singurǎ cifrǎ
Recursiv: cifrele lui n/10, urmate de cifra unitǎţilor

void dec_print(unsigned n)

{

if (n > 9) dec_print(n/10);

putchar(n % 10 + ’0’);

}

Tipǎrirea cifrei e dupǎ apelul recursiv, ca ı̂n descrierea ı̂n cuvinte.
Similar, tipǎrirea pe biţi a unui numǎr:

void bit_print(unsigned n)

{

if (n >> 1) bit_print(n >> 1);

putchar(n & 1 ? ’1’ : ’0’);

}
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Exemplu: rǎdǎcina unei funcţii crescǎtoare

f crescǎtoare cu f(a) < 0, f(b) > 0 are rǎdǎcinǎ ı̂n [a, b]

– cǎutǎm pe care jumǎtate a intervalului schimbǎ semnul şi continuǎm

– oprire: când se atinge precizia doritǎ

#define EPS 0.001

double f(double x) { return exp(x) - sin(x) - 1.5; }

/* f(0) < 0, f(1) > 0 */

double root(double a, double b)

{

double m = (a+b)/2, z;

if (b - a < EPS) return m;

z = f(m);

if (z == 0) return m;

else if (z < 0) return root(m, b); /* f(b > 0 */

else return root(a, m); /* f(a) < 0 */

}
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Descompunerea ı̂n subprobleme

Una din principalele aplicaţii ale recursivitǎţii: rezolvarea unei probleme

prin descompunerea ı̂n subprobleme mai mici.

Exemplu: Sǎ se genereze toate şirurile de n cifre binare (̂ın total 2n)

Definiţie recursivǎ: n− 1 cifre binare, urmate de 0 sau 1

(descompunere ı̂n douǎ subprobleme mai mici)

#define N 10

char s[N+1];

s[N] = ’\0’;

bitstrings(s, 0);

void bitstrings(char *s, int n) {

if (n == N) puts(s);

else {

s[n] = ’0’; bitstrings(s, n+1);

s[n] = ’1’; bitstrings(s, n+1);

} /* completeazǎ de la ı̂nceput */

}
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Eliminarea recursivitǎţii

Exemplu: puts: tipǎrirea unui şir de caractere, urmat de ’\n’

– pentru şirul vid (’\0’), tipǎreşte ’\n’

– altfel, tipǎreşte primul caracter, tipǎreşte restul şirului

void puts(char *s)

{

if (*s) {

putchar(*s);

puts(s+1);

} else putchar(’\n’);

}

void puts(char *s)

{

while (*s) {

putchar(*s);

s = s+1;

}

putchar(’\n’);

}

În cazul recursivitǎţii la dreapta (apelul recursiv este ultimul lucru)

– transformǎm ı̂n buclǎ, cu aceeaşi condiţie de continuare

– actualizǎm variabilele cu valorile argumentelor din apelul recursiv
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Eliminarea recursivitǎţii

Poate fi necesarǎ rescrierea, pentru a aduce apelul recursiv la sfârşit

Ex. factorialul, cu parametru suplimentar produsul acumulat deja

int fact_prod(int n, int p)

{

if (n > 0) {

p = p * n;

return fact_prod(n-1, p);

} else return p;

}

/* apelat cu fact_prod(n, 1) */

int fact_nonrec(int n)

{

int p = 1;

while (n > 0) {

p = p * n;

n = n - 1;

}

return p;

}

Pentru mai mult de un apel recursiv, e necesarǎ folosirea unei stive
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Cǎutare: ghicire din nr. minim de ı̂ntrebǎri

#include <stdio.h>

void main(void)

{

unsigned m, lo = 0, hi = (1 << 10) - 1;

printf("Gândiţi-vǎ la un numǎr ı̂ntreg ı̂ntre 0 şi %d\n", hi);

do {

m = (lo + hi) >> 1;

printf("Numǎrul e mai mare decât %d ? (d/n) ", m);

if (tolower(getchar()) == ’d’) lo = m+1; else hi = m;

while (getchar() != ’\n’);

} while (lo < hi);

printf("Numǎrul este %d !\n", lo);

}

Invariant: lo ≤ nr cǎutat ≤ hi

Altfel spus: gǎsim pe rând biţii din scrierea binarǎ a numǎrului cǎutat
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Cǎutare binarǎ: recursiv şi nerecursiv

Cǎutǎm cheia v ı̂n tablou sortat int a[N]; returnǎm indicele

int bsrch_nr(int v, int *a,

int l, int r) {

while(l<r) {

int m = (l+r)/2;

if (v>a[m]) l=m+1;

else r=m;

}

if (v==a[l]) return l;

else return -1;

}

int bsrch(int v, int *a,

int l, int r) {

int m;

if (l<r) {

int m = (l+r)/2;

if (v>a[m])

return bsrch(v, a, m+1, r);

else

return bsrch(v, a, l, m);

} else if (v==a[l]) return l;

else return -1;

}

void *bsearch(const void *key, const void *base, size t nmemb,

size t size, int (*compar)(const void *, const void *));
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