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Interpretare abstractǎ: Introducere

O metodǎ pentru definirea unei semantici abstracte a unui program,

care poate fi utilizatǎ pentru a analiza programul şi a produce informatii

despre comportamentul sǎu ı̂n execuţie. [Cousot & Cousot ’77]

Inspiratǎ din:

– analiza fluxului de date

sistematizeazǎ noţiunile de proprietǎţi analizate şi caracteristicile

fundamentale ale metodelor de analizǎ

– semanticǎ denotaţionalǎ

formalizeazǎ noţiunea de aproximare a semanticii unui program

(corectitudinea e nedecidabilǎ ⇒ avem nevoie de aproximare)

Verificare formala. Curs 11 Marius Minea



Interpretare abstractǎ 3

Exemplu simplu: abstracţia semn

Considerǎm un limbaj care conţine doar ı̂ntregi şi ı̂nmulţire: e ::= i | e∗e
Definim semantica printr-o funcţie care dǎ valoarea unei expresii:

µ : Exp → Int, µ(i) = i, µ(e1 ∗ e2) = µ(e1) ∗ µ(e2)

Definim o funcţie de abstracţie α : Exp → {−,0,+} :

ı̂ntâi pentru ı̂ntregi: α(i) =


− dacǎ i < 0
0 dacǎ i = 0
+ dacǎ i > 0

şi pentru expresii prin tabelul:

·̄ – 0 +
– + 0 –
0 0 0 0
+ – 0 +

La fel se poate introduce operatorul minus unar:
– 0 +

−̄ + 0 –
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Abstracţia semn: continuare

Introducem operaţia de adunare ⇒ abstracţia nu mai e precisǎ
+̄ – 0 +
– – – >
0 – 0 +
+ > + +

Apar valori care nu pot fi determinate precis (se pierde precizia)

⇒ e necesarǎ introducerea lui > = {−,0,+}
⇒ apare din nou noţiunea de latice

Similar, la introducerea operatorului de ı̂mpǎrţire /:

nu putem ı̂mpǎrţi la zero.
/̄ – 0 + >
– + ⊥ – >
0 0 ⊥ 0 0
+ – ⊥ + >
> > ⊥ > >

şi extindem toate operaţiile şi la ⊥: ⊥ op x = x op ⊥ = ⊥
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Interpretarea abstractǎ: consideraţii fundamentale

Semantica unui program: un model matematic (formal) al tuturor

comportamentelor posibile ale unui sistem de calcul care executǎ acel

program, ı̂n interacţiune cu orice mediu posibil [Cousot]

Semantica unui limbaj de programare: defineşte semantica oricǎrui

program

Abordare generalǎ: semantica unui program poate fi definitǎ ca soluţie

a unei ecuaţii de punct fix (corespunzǎtoare iteraţiei).

⇒ toate semanticile unui program pot fi organizate ı̂ntr-o ierarhie,

dupǎ nivelul lor de abstracţie.
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Exemple de abstracţii

– secvenţe de execuţie (finite sau infinite): descriu ı̂n fiecare punct

valoarea variabilelor din program

– semanticǎ operaţionalǎ: descrie comportamentul la nivel de stǎri şi

tranziţii (ca şi automat)

– semanticǎ denotaţionalǎ: descrie rezultatul execuţiei (incl. neter-

minare)

– semanticǎ naturalǎ: ca mai sus, ignorǎ aspectul neterminǎrii
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Exemple efective (numerice) de abstracţii

– abstracţia semn

– abstracţia pe intervale

– abstracţia poliedralǎ (̂ınfǎşurǎtoarea convexǎ a valorilor)

– abstracţia octogonalǎ (ecuaţii de forma ±x ≤ c, ±y ≤ c, ±x± y ≤ c)

– abstracţia modulo un numǎr, punctual sau pe intervale

– abstracţii nerelaţionale (ex. abstracţia cartezianǎ): calculeazǎ abstracţia

individual pentru fiecare variabilǎ, neţinând cont de corelare

– abstracţii relaţionale: pǎstreazǎ corelarea ı̂ntre variabile
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Abstractizare şi concretizare

Constǎ ı̂n:

– un domeniu concret D şi un domeniu abstract A, legate printr-o

conexiune Galois:

– o funcţie de abstracţie α : D → A

– o funcţie de concretizare γ : A → P(D)

(asociazǎ fiecǎrei valori abstracte o mulţime de valori concrete)

– a.̂ı. ∀x ∈ P(D) . x ⊆ γ(α(x)) şi ∀a ∈ A . a = α(γ(a))

(abstractizarea urmatǎ de concretizare introduce aproximare;

concretizarea urmatǎ de abstractizare e exactǎ)

Aceasta e proprietatea fundamentalǎ care exprimǎ corectitudinea abstracţiei

(soundness): ea poate genera valori suplimentare, dar niciodatǎ nu va

omite valori ⇒ e o abstracţie conservatoare.
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Abstracţii ale funcţiilor

Fiind datǎ o funcţie (transformare) in programul f : D → D ı̂n progra-

mul concret, ce corespondent are aceasta ı̂n programul abstract ?

Rǎspuns: f ] = α ◦ f ◦ γ

Pentru un element abstract x ∈ A:

– producem ı̂ntâi mulţimea de valori concrete γ(x)

– aplicǎm funcţia concretǎ f fiecǎrei valori, obşinând o mulţime de

valori (concrete)

– abstractizǎm mulţimea de valori concrete ı̂ntr-o valoare abstractǎ

(cu obişnuita posibilǎ pierdere de precizie)
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Abstracţii de punct fix

Semantica unui program e datǎ ı̂n general de o ecuaţie de punct fix

(datoratǎ ciclurilor din program)

– am vǎzut deja ecuaţii de punct fix pentru analiza de flux de date

Avem:

– punctul fix al funcţiei f ı̂n domeniul concret

– punctul fix al funcţiei f ] ı̂n domeniul abstract

– concretizarea punctului fix al lui f ]

Atunci, lfpf v γ(lfpf ])
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Probleme de punct fix şi terminare

Problemǎ: dacǎ lanţul ascendent ı̂n calculul de punct fix are lungime

infinitǎ

(laticea e de ı̂nǎlţime infinitǎ ı̂n raport cu funcţia/transformarea datǎ),

nu se poate determina un punct fix ı̂ntr-un numǎr finit de paşi

while (x >= 0)

x = x + 1;

Ex. analiza codului de mai sus chiar cu intervale.

Pe de altǎ parte, “ghicind” intervalul [0,∞) e clar cǎ acesta e punct

fix (şi punctul fix minimal).

Verificare formala. Curs 11 Marius Minea



Interpretare abstractǎ 12

Lǎrgire şi restrângere (widening şi narrowing)

Permite eliminarea lanţurilor de lungime infinitǎ la calculul de punct

fix, ı̂n doi paşi:

– la ı̂nceput, o aproximare mai grosierǎ a lanţului ascendent, care con-

duce la convergenǎ mai rapidǎ (̂ın numǎr finit de paşi)

– apoi, o revenire la precizie mai bunǎ, printr-un lanţ de aproximǎri

descendente, spre punctul fix propriu-zis
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