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Relaţia ı̂ntre implementare şi specificare

Am discutat pânǎ acum:

implementarea (modelul): automat cu stǎri finite

specificaţia: formulǎ ı̂n logicǎ temporalǎ (LTL, CTL)

O altǎ viziune:

– şi specificaţia e un automat

– cu “mai puţine detalii” decât implementarea

– model checking pentru LTL: prin traducerea formulei ı̂n automat

Mai general: cum definim relaţia de rafinare ı̂ntre model şi specificaţie?

– incluziunea limbajelor, simulare, bisimulare

Cum se pǎstreazǎ aceste relaţii de rafinare la compoziţia modulelor ?
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Model checking pentru LTL

Ideea de ansamblu:

– verificǎm formule de tipul Af (f = formulǎ de traiectorie

ı̂n care singurele subformule de stare sunt propoziţii atomice)

– Af = ¬E¬f ⇒ suficient sǎ considerǎm Ef .

– construim un tableau T pentru formula f = un automat

(structurǎ Kripke) care exprimǎ toate traiectoriile care satisfac f

– se compune modelul M cu tabloul T

– se verificǎ dacǎ existǎ o traiectorie ı̂n compoziţie

(cu algoritmii de model checking CTL)
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Construirea tabloului. Formule elementare

Fie APf mulţimea propoziţiilor atomice care apar ı̂n f .

T = (ST , RT , LT ), cu LT : ST → 2APf .

Stǎrile tabloului: mulţimi de formule elementare extrase din f .

• el(p) = {p} pentru p ∈ APf

• el(¬g) = el(g)

• el(g1 ∨ g2) = el(g1) ∪ el(g2)

• el(Xg) = {Xg} ∪ el(g)

• el(g1Ug2) = {X(g1Ug2)} ∪ el(g1) ∪ el(g2)

Mulţimea stǎrilor tabloului: ST = P(el(f))
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Relaţia de satisfacere ı̂n tablou

Asociem fiecǎrei subformule din f o mulţime de stǎri din T

(intuitiv: mulţimea de stǎri care satisfac acea formulǎ)

• sat(g) = {s | g ∈ s} pentru g ∈ el(f)

• sat(¬g) = {s | s 6∈ sat(g)}

• sat(g1 ∨ g2) = sat(g1) ∪ sat(g2)

• sat(g1Ug2) = sat(g2) ∪ (sat(g1) ∩ sat(X(g1Ug2)))

Relaţia de tranziţie: consistentǎ cu semantica lui X

– Xg ∈ s → ∀s′ . R(s, s′) → g ∈ s′

– Xg 6∈ s → ∀s′ . R(s, s′) → g 6∈ s′

RT (s, s′) =
∧

Xg∈el(f)

s ∈ sat(Xg) ⇔ s′ ∈ sat(g)
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Un exemplu: f = (¬ack)Urecv

Xf

r

r
Xf

a r
Xf

a r

a
Xf

a

el(f) = {a, r,Xf}

sat(f) = =

sat(r) ∪ (¬sat(a) ∩ sat(Xf))

RT = −→∪−→

−→ = sat(Xf) × sat(f)

−→ = ¬sat(Xf) × ¬sat(f)
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Calculul produsului

Definim T × M = (ST , RT , LT ) × (SM , RM , LM) = (S, R, L) = P

• S = {(sT , sM) | sT ∈ ST , sM ∈ SM , LT (sT ) = LM(sM) ∩ APf}

• R((sT , sM), (s′T , s′M)) = RT (sT , s′T ) ∧ RM(sM , s′M)

• L((sT , sM)) = LT (sT )

(tranziţii simultane, doar pentru stǎrile etichetate la fel).

Produsul: restrâns la stǎrile din care existǎ cel puţin o tranziţie.

Problemǎ: T nu garanteazǎ proprietǎţile de eventualitate:

RT asigurǎ sat(gUh) continuu pânǎ la sat(h), dar nu şi Fsat(h)

⇒ model checking cu fairness: {sat(gUh) → h | gUh apare ı̂n f}

Teoremǎ: M, sM |= Ef ⇔ ∃sT ∈ sat(f) . P, (sT , sM) |=F EGTrue

cu condiţiile de fairness {sat(gUh) → h | gUh apare ı̂n f}
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Incluziunea ı̂ntre limbaje

= language inclusion, trace inclusion

Fie o structurǎ Kripke M cu o mulţime AP de propoziţii atomice

Limbajul lui M = mulţimea execuţiilor vǎzutǎ ca secvenţǎ de etichetǎri

Formal: L(M) = mulţimea de cuvinte (şiruri) infinte α0α1α2 . . .

astfel ı̂ncât existǎ o cale s0s1s2 . . . a lui M cu L(si) = αi.

Incluziunea ı̂ntre limbaje pǎstreazǎ exact proprietǎţile LTL:

L(M) ⊆ L(S) ⇔ ∀Af ∈ LTL . S |= Af ⇒ M |= Af
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Relaţia de simulare

Fie douǎ structuri M şi M ′, cu AP ⊇ AP ′. O relaţie � ⊆ S × S′ este o

relaţie de simulare ı̂ntre M şi M ′ dacǎ şi numai dacǎ ∀s � s′:

– L(s) ∩ AP ′ = L′(s′) (s şi s′ etichetate la fel ı̂n raport cu AP ′)

– ∀s1 cu s → s1 existǎ s′1 cu s′ → s′1 şi s1 � s′1
(orice succesor al lui s e simulat de un succesor al lui s′)

Structura M ′ simuleazǎ pe M (M � M ′) dacǎ existǎ o relaţie

de simulare � a.̂ı. pt. stǎrile iniţiale: ∀s0 ∈ S0 ∃s′0 ∈ S′
0 . s0 � s′0

Prop: Relaţia de simulare este o preordine pe mulţimea structurilor.

(reflexivǎ şi tranzitivǎ). Alegem: s � s′′ ⇔ ∃s′ . s �1 s′ ∧ s′ �2 s′′

Teoremǎ: Dacǎ M � M ′, atunci M ′ |= f ⇒ M |= f , pentru orice

formulǎ f ı̂n ACTL* peste AP ′.
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Relaţia de bisimulare

Fie M şi M ′ douǎ structuri cu AP ′ = AP . O relaţie ' ⊆ S × S′ este o

relaţie de bisimulare ı̂ntre M şi M ′dacǎ şi numai dacǎ ∀s, s′ cu s ' s′:

– L(s) = L(s’)

– ∀s1 cu s → s1 existǎ s′1 cu s′ → s′1 şi s1 ' s′1
– ∀s′1 cu s′ → s′1 existǎ s1 cu s → s1 şi s1 ' s′1
(sau: ' relaţie de simulare simetricǎ, ı̂ntre M şi M ′ si ı̂ntre M ′ şi M)

Structurile M şi M ′ sunt bisimilare dacǎ ∃ relaţie de bisimulare ' a.̂ı. pt.

stǎrile iniţiale: ∀s0 ∈ S0 ∃s′0 ∈ S′
0 . s0 ' s′0, şi ∀s′0 ∈ S′

0 ∃s0 ∈ S0 . s0 ' s′0.

Prop: Relaţia de bisimulare este o relaţie de echivalenţǎ ı̂ntre structuri.

Teoremǎ: Dacǎ M ' M ′ atunci ∀f ∈ CTL∗, M |= f ⇔ M ′ |= f .

Reciproc: Douǎ structuri care satisfac aceleaşi formule CTL* (chiar

CTL) sunt bisimilare (echivalent: douǎ structuri care nu sunt bisimilare

pot fi deosebite printr-o formulǎ CTL).
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Exemplu: incluziunea limbajelor si simulare

a

b b

c d

M1

a

b

c d

M2

În general: M � M ′ ⇒ L(M)|AP ′ ⊆ L(M ′)

În figurǎ: L(M1) = L(M2), M1 � M2, M2 6� M1

Definiţie echivalentǎ (teoria jocurilor): M � M ′ dacǎ orice mutare ı̂n

M poate fi urmatǎ de o mutare etichetatǎ la fel ı̂n M ′.
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Exemplu: simulare şi bisimulare

a

b b

c d c

M1

a

b b

c d d

M2

În general: M ' M ′ ⇒ M � M ′ ∧ M ′ � M

În figurǎ: M1 � M2, M2 � M1 dar M1 6' M2

Definiţie echivalentǎ (teoria jocurilor): M ' M ′ dacǎ orice alegere a

unuia din modele şi a unei mutǎri ı̂n el poate fi urmatǎ de o mutare

etichetatǎ la fel ı̂n celǎlalt model.

(alegerea modelului se face la fiecare pas ⇒ simetrie)
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Exemplu: bisimulare

a

b b

c c d

M1

a

b b

d d c

M2

M1 ' M2

(duplicarea nodurilor nu schimbǎ proprietǎţile de ramificare)
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Extindere la fairness

Relaţia �F⊆ S × S′ este o relaţie de simulare echitabilǎ ı̂ntre M şi M ′

(cu AP ′ ⊆ AP ) dacǎ şi numai dacǎ ∀s �F s′:

– L(s) ∩ AP ′ = L′(s′)

– pentru orice traiectorie echitabilǎ π = ss1s2 . . . ı̂n M existǎ

o traiectorie echitabilǎ π′ = s′s′1s′2 . . . ı̂n M ′ a.̂ı. ∀i > 0 . si � s′i.

Dacǎ M �F M ′, atunci ∀f ∈ ACTL∗, M ′ |=F f ⇒ M |=F f

Relaţia 'F⊆ S ×S′ este o relaţie de bisimulare echitabilǎ ı̂ntre M şi M ′

(cu AP ′ = AP ) dacǎ şi numai dacǎ ∀s 'F s′:

– L(s) = L(s’)

– pentru orice traiectorie echitabilǎ π = ss1s2 . . . ı̂n M existǎ

o traiectorie echitabilǎ π′ = s′s′1s′2 . . . ı̂n M ′ a.̂ı. ∀i > 0 . si ' s′i.

– pentru orice traiectorie echitabilǎ π′ = s′s′1s′2 . . . ı̂n M ′ existǎ

o traiectorie echitabilǎ π = ss1s2 . . . ı̂n M a.̂ı. ∀i > 0 . si ' s′i.

Dacǎ M 'F M ′, atunci ∀f ∈ CTL∗, M ′ |=F f ⇔ M |=F f
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Algoritmi de verificare a (bi)simulǎrii

Sistem determinist: o singurǎ stare iniţialǎ; orice doi succesori

etichetaţi diferit: s → s1 ∧ s → s2 ∧ s1 6= s2 ⇒ L(s1) 6= L(s2)

Simulare:

M, M ′ deterministe: M � M ′ ⇔ L(M) ⊆ L(M ′)

În general: definim recursiv: s �0 s′ ⇔ L(s) ∩ AP ′ = L(s′)

s �n+1 s′ ⇔ s �n s′ ∧ ∀s1 . s → s1 ⇒ ∃s′1 . s′ → s′1 ∧ s1 �n s′1
Avem �i+1⊆�i ⇒ ∃n . �n=�n+1=� (modele finite)

Bisimulare:

M, M ′ deterministe: M ' M ′ ⇔ L(M) = L(M ′)

În general: definim recursiv: s '0 s′ ⇔ L(s) = L(s′)

s 'n+1 s′ ⇔ s 'n s′ ∧ ∀s1[s → s1 ⇒ ∃s′1 . s′ → s′1 ∧ s1 'n s′1]

∧∀s′1[s
′ → s′1 ⇒ ∃s1 . s → s1 ∧ s1 'n s′1]

Avem 'i+1⊆'i ⇒ ∃n . 'n='n+1=' (modele finite)
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Raţionament compoziţional

O aplicaţie a principiului general “divide and conquer” pentru

verificarea unui sistem structurat ı̂n componente:

– verificarea de proprietǎţi locale ale componentelor

– obţinerea proprietǎţilor globale din proprietǎţile locale

– fǎrǎ a construi un model al ı̂ntregului sistem (impracticabil)

Raţionament compoziţional: termen generic pentru reguli de tipul:

– M1 |= f1 ∧ M2 |= f2 ⇒ Compose(M1, M2) |= LogicOp(f1, f2)

ex. compoziţie paralelǎ şi LogicOp = ∧

– M1 ≺ M2 ⇒ CompOp(M1) ≺ CompOp(M2)

ex. ≺ = implementare, rafinare; CompOp(·) = ·||M

– M1 ≺ S1 ∧ M2 ≺ S2 ⇒ Compose(M1, M2) ≺ Compose(S1, S2)
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Compoziţie sincronǎ, simulare, şi fair ACTL

Fie M = (S, S0, AP, L, R, F ) şi M ′ = (S′, S′
0, AP ′, L′, R′, F ′).

Definim compoziţia paralelǎ sincronǎ M ′′ = M ||M ′:

– S′′ = {(s, s′) ∈ S × S′ | L(s) ∩ AP ′ = L′(s′) ∩ AP}

– S′′
0 = (S0 × S′

0) ∩ S′′

– AP ′′ = AP ∪ AP ′

– L′′(s, s′) = L(s) ∪ L′(s′)

– R′′((s, s′)(t, t′)) = R(s, t) ∧ R′(s′, t′)

– F ′′ = {(P × S′) ∩ S′′ | P ∈ F} ∪ {(S × P ′) ∩ S′′ | P ′ ∈ F ′}

Folosim logica ACTL cu fairness: pentru orice formulǎ ACTL f

se poate construi un tablou Tf , şi avem M |=F f ⇔ M �F Tf

⇒ putem raţiona uniform cu formule şi modele (tablouri)

(a) Pentru orice M şi M ′, M ||M ′ �F M .

(b) Pentru orice M , M ′ şi M ′′, M �F M ′ ⇒ M ||M ′′ �F M ′||M ′′

(c) Pentru orice M , M �F M ||M
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Assume-guarantee necircular

Folosim notaţia 〈f〉M〈g〉:

Orice sistem care satisface prezumţia f şi conţine M garanteazǎ g.

(f , g sunt fie formule, fie modele)

O structurǎ tipicǎ de raţionament:

〈true〉M〈A〉 ∧ 〈A〉M ′〈g〉 ∧ 〈g〉M〈f〉 ⇒ 〈true〉M ||M ′〈f〉

Instanţiere ı̂n termeni concreţi:

M = un transmiţǎtor complex

A = un model simplu de transmiţǎtor periodic

〈true〉M〈A〉: M funcţioneazǎ la fel ca şi A

M ′ = un receptor

g = “mesajele sunt preluate la timp”

〈A〉M ′〈g〉 = M ′ compus cu A preia mesajele la timp

f = “nu avem buffer overflow”

〈g〉M〈f〉 = dacǎ M e ı̂ntr-un sistem care preia mesajele la timp,

nu avem buffer overflow.

⇒ ı̂n sistemul M ||M ′ nu apare buffer overflow.
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Justificarea raţionamentului

(1) M �F A ipotezǎ
(2) M ||M ′ �F A||M ′ (1) şi compoziţionalitate (a)
(3) A||M ′ |=F g ipotezǎ
(4) A||M ′ �F Tg (3) şi prop. tabloului ACTL
(5) M ||M ′ �F Tg (2), (4) şi tranzitivitatea �F
(6) M ||M ||M ′ �F Tg||M (5) şi compoziţionalitate (b)
(7) Tg||M |=F f ipotezǎ
(8) M ||M ||M ′ |=F f (6), (7) şi �F ⇒ |=F
(9) M �F M ||M compoziţionalitate (c)
(10) M ||M ′ �F M ||M ||M ′ (9) şi compoziţionalitate (b)
(11) M ||M ′ |=F f (8), (10) şi �F ⇒ |=F

Demonstratoare de teoreme pot mecaniza descompunerea

ı̂n raţionamente pe componente şi asigura validitatea deducţiei.
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Assume-guarantee circular

Adeseori, regulile compoziţionale sunt insuficient de puternice.

Spre exemplu, avem implementǎri Mi şi specificǎri Si, i = 1,2.

Pentru ca M1||M2 ≺ S1||S2 ar fi suficient ca M1 ≺ S1 şi M2 ≺ S2.

Frecvent, relaţiile individuale nu sunt ı̂nsǎ satisfǎcute:

– componentele M1 şi M2 nu sunt proiectate independent

– fiecare se bazeazǎ cǎ e executatǎ ı̂n mediul reprezentat de cealaltǎ
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Exemplu de dependenţe

Modelǎm algoritmul obişnuit de ı̂mpǎrţire a douǎ numere, n ÷ d,

ı̂n baza b, cu douǎ componente:

MQ(in : r, d; out : q) calculeazǎ urmǎtoarea cifrǎ din cât: q = br/dc

MR(in : n, d, q; out : r) actualizeazǎ restul: r′ = (r−q∗d)∗b+next digit(n)

Dorim ca MQ||MR sǎ satisfacǎ ı̂mpreunǎ urmǎtorii invarianţi:

• SQ: 0 ≤ q < b ∧ q ∗ d ≤ r < (q + 1) ∗ d

• SR: 0 ≤ r < b ∗ d

Totuşi, individual nu avem nici MQ |= SQ şi nici MR |= SR:

funcţionarea corectǎ a fiecǎrui modul depinde de celǎlalt

Dar avem SQ ⇒ MR |= SR şi SR ⇒ MQ |= SQ.

(un modul funcţioneazǎ corect ı̂n mediul dat de specificarea celuilalt)

⇒ Putem deduce de aici cǎ MQ||MR |= SQ ∧ SR ?
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Reguli circulare de assume-guarantee

Studiate ı̂n diverse contexte [Chandi & Misra’81, Abadi & Lamport’93]

Ne referim concret la Reactive Modules [Alur & Henzinger ’95]:

– module cu variabile de intrare, de ieşire, relaţie de tranziţie

– relaţie de dependenţǎ ≺⊆ (Vin ∪ Vout) × Vout

– x ≺ y: y depinde combinaţional de x;

altfel, doar valoarea urmǎtoare a lui y poate depinde (secvenţial) de x

– compoziţia paralelǎ sincronǎ M1||M2 e posibilǎ

dacǎ Vout(M1) ∩ Vout(M2) = ∅ şi ≺M1
∪ ≺M2

e o relaţie aciclicǎ.

Definim relaţia de rafinare (implementare) M ≤ M ′ dacǎ

V (M ′) ⊆ V (M), Vout(M
′) ⊆ Vout(M), ≺M⊇≺′

M , L(M)|V (M ′) ⊆ L(M ′)

(primele 3: dacǎ P poate funcţiona ı̂ntr-un context, atunci şi Q)
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Reguli circulare de assume-guarantee (cont.)

Pentru module reactive:

M1||S2 ≤ S1||S2
S1||M2 ≤ S1||S2

M1||M2 ≤ S1||S2
(presupunând cǎ toate compoziţiile sunt bine definite)

Avantajul: deşi avem de demonstrat douǎ relaţii, fiecare din ele este

mai simplǎ decât cea originalǎ

– descrierea specificǎrii Si e mult mai simplǎ decât implementarea Mi

– nu trebuie compuse cele douǎ implementǎri (adesea imposibil)

Regulǎ cu inducţie temporalǎ [McMillan’97]

valabilǎ pentru invarianţi (safety properties)

– dacǎ P1 ∧ Q1 valabile la 0,1, · · · , t ⇒ Q2 valabil la t + 1

– dacǎ P2 ∧ Q2 valabile la 0,1, · · · , t ⇒ Q1 valabil la t + 1

– atunci pentru orice t, P1 ∧ P2 ⇒ Q1 ∧ Q2
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Relaţia dintre compoziţionalitate şi rafinare

[Henzinger’01] - studiu al teoriei interfeţelor

Pt. o relaţie de rafinare ≤ şi una de compoziţie ||, dorim:

Dacǎ M1 ≤ S1 şi M2 ≤ S2, atunci M1||M2 ≤ S1||S2

În general, insuficient – posibilǎ incompatibilitate la compoziţie

⇒ douǎ variante:

• Dacǎ M1 ≤ S1 şi M2 ≤ S2, şi M1||M2 e definit,

atunci S1||S2 e definit şi M1||M2 ≤ S1||S2

– formalism axat pe componente

– permite verificarea independentǎ a componentelor (bottom-up)

• Dacǎ M1 ≤ S1 şi M2 ≤ S2, şi S1||S2 e definit,

atunci M1||M2 e definit şi M1||M2 ≤ S1||S2

– formalism axat pe interfeţe

– permite implementarea independentǎ a interfeţelor (top-down)

Verificare formalǎ. Curs 4 Marius Minea


